6% math 6h Géométrie analytique dans l'espace 19 mai 2025

Equations de droites dans 'espace

Il n’existe pas d’équation cartésienne d'une droite dans I’espace.
Xy
Soit la droite d passant par le point A(xy, yo, zo) et de vecteur directeur U= | y, |.
2y
Les équations paramétriques des droites dans I'espace sont les mémes que dans le plan, sauf qu’il y a une
coordonnée en plus: z.

X Xo Xy
y|=|y|+A|yv]|, A€R
z 20 Zy

que I'on peut aussi écrire :

X=Xx9+Axy,
Y=Yo+Ayy, ALER.
z2=2z0+Azy,

Equations de plans dans Pespace

Equation paramétrique d’un plan

Un plan dans I'espace peut étre défini par un point A(xp, yo, z9) et deux vecteurs directeurs non colinéaires

Ux Ux
u= u_}/ et v= Uy
Uz Uz

Léquation paramétrique du plan est donnée par :

X X Uy Uy
v =|yo|+Aluy|+pulvy|, AueR
z 20 U, [

que I'on peut aussi écrire :

X=Xg+Aux+ vy,
y=Yo+Auy+puvy, AL HER.
z=zo+ AUz + Uvg,

Equation cartésienne d’un plan

Un plan peut également étre défini par une équation cartésienne de la forme :

ax+by+cz+d=0

a
ol a, b, et ¢ sont les composantes d'un vecteur normal 7 = | b | au plan, et d est une constante.
c

Conversion entre équation paramétrique et cartésienne

Pour convertir une équation paramétrique en équation cartésienne, on peut utiliser le produit vectoriel des
vecteurs directeurs pour obtenir un vecteur normal au plan. Si # et U sont les vecteurs directeurs, alors le
vecteur normal 7 est donné par :

n=ixv

Ensuite, on utilise le point A(xo, yo, zo) pour déterminer la constante d dans I'’équation cartésienne.
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Exemple

1 0
Supposons que nous ayons un plan défini par le point A(1,2,3) et les vecteurs directeurs it = |0 | et 7= 1.
1 1

1. Calculons le vecteur normal 7 :

i j k
i=axv=1 0 1|=i0-1-1-1)—j(1-1-1-0)+k(1-1-0-0)=—i—j+k
01 1
-1
Donc, i=|-1].
1

2. Léquation cartésienne du plan est de la forme :

-1-x-1-y+1-z2+d=0

3. Utilisons le point A(1,2,3) pour trouver 4 :

-1-1-1-241:3+4d=0 = -1-24+34+d=0 = d =0

Donc, I'équation cartésienne du plan est :
-Xx-y+z=0

Position relative entre une droite et un plan

— Ladroite est contenue dans le plan si son vecteur directeur est dans le plan et qu’elle passe par un point
du plan.

— La droite est paralléle au plan si son vecteur directeur est orthogonal au vecteur normal du plan, sans
point commun.

— La droite est sécante au plan si elle possede un unique point d’intersection avec le plan.

Angle entre deux plans
Si les plans ont pour vecteurs normaux 7ij et 7iy, alors :
|72 - 72
7l 722
Intersection de deux plans

— Paralleles : leurs vecteurs normaux sont colinéaires.
— Confondus : équations identiques.
— Sécants : les vecteurs normaux ne sont pas colinéaires. L'intersection est une droite.

Liste d’exercices

Soit la droite d passant par les points A(1;—2;5) et B(—3;6;1).
(a) Déterminez deux vecteurs directeurs de cette droite.
(b) Déterminez deux autres points de cette droite.

Soit la droite d :

x=31+1
y=2A
zZ=-5A+2

Donnez deux autres représentations paramétriques de cette droite.
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1
Une droite d est définie par un point A(2;4;5) et un vecteur directeur v = | 4 |.
2

(a) Ecrivez un systéme d’équations paramétriques de d.
(b) Vérifiez sile point P(7;—1;3) appartient a la droite d.
B Soit le point A(2;0;—3). Ecrivez une représentation paramétrique des droites suivantes :
(a) d; passant par A et B(1;4;5).
(b) d, passant par A et parallele a la droite g :

x=21-1
y=31
z2=51+2

(c) ds passant par A et parallele a I'axe des y.

x=r+1 x=—s+1
H Soitdi={ y=-r+2 etdr={ y=s-2
z=2r-1 z=2s

(a) Déterminer la perpendiculaire commune entre deux droites données.
(b) Déterminer la distance entre deux droites données.
(c) Déterminer les points les plus proches de deux droites donnés.

Solution:
x=1/4+h 3
(@ p={ y=-5/4+h Oupz{ x:)?:—z
z=3/2 2=z

(b) d(dy,dz) =2v2
(c) soit Re d; et Q€ dy, alors

[@ Lespace est muni d'un systeme d’axes orthonormés Oxyz. Soit A, le point de coordonnées (1,3, ), ou
a € R est un parametre variable, et soit d la droite d’équations cartésiennes

_ ) x=z-1
d:{ y=2z+1

(a) Donnez les équations cartésiennes de la droite d’ = OA

(b) Existe-t-il une valeur de a pour laquelle d et d’ sont sécantes? Si oui, déterminez I'intersection P de
ces droites pour cette valeur.

(c) Existe-t-il une valeur de a pour laquelle d et d’ sont orthogonales? Si oui, déterminez cette valeur.

(d) Existe-t-il une valeur de a pour laquelle d et d’ sont paralleles? Si oui, déterminez cette valeur.

(e) On fixe maintenant & = 1. Déterminez les équations cartésiennes des plans 7 et 7’ tels que d c 7, d’

' etn|
Solution:
(@ d'=7 :%: £, oubien:
x=h
d'={ y=3h avec vy=(1,30a)
z=ah

(b) a=4/3etP=(3,9,4)

() a=-7
(d) impossible
(e) t=—x+z—-1=0etn=—-x+2=0
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