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Chapitre 1

Systémes linéaires

1.1 Systemes d’équations

Souvent, la mise en équation d’'un probléme ne méne pas a une équation a une inconnue,
mais a plusieurs équations a plusieurs inconnues.

Exemple: Cherchons s’il existe un paraléllépipede de volume 6, d’aire latérale 22, et dont la somme
des longueurs de toutes les arétes vaut 24.

FIGURE 1.1 — Paraléllépipede

Comme sur le dessin, on note x,y,z les dimensions de notre paraléllépipéde inconnu. Son volume est
alors xyz, son aire latérale est 2(xy+xz + yz), et la somme des longueurs de ses arétes est 4(x+y+2z).
De sorte que la question se rameéne a la résolution du systéme suivant :

xyz = 6
2xy+xz+yz) = 22
dx+y+2) = 24

La résolution d’un tel systéme n’est pas au programme. On va se limiter aux systémes dit linéaires,
dont on verra la définition plus loin.

Résoudre un systéeme d’équations qui posseéde plusieurs inconnues x1, X2, ..., X, signifie trou-
ver tous les n-uplets (x1,x9,...,x,) qui vérifient toutes les équations du systeme. Un n-uplet
(x1,%9,...,x,) qui vérifie le systéme est appelé une solution du systéeme. Ainsi, l'ensemble
des solutions d’'un systéme d’équation a n inconnues est un ensemble de n-uplets.

Exemple: Résolvons le systeme :
S= { xy = -6
x+y = 1

C’est un systéme a deux inconnues x et y. Donc 'ensemble de ses solutions sera un ensemble de
couples. Si (x,y) est une solution de (S), alors

y=1-x (d’apres la seconde équation) et x(1 —x) = —6 (d’apres la premiére équation)
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Chapitre 1. Systémes linéaires 1.2. Définition des systémes linéaires

En développant, on obtient x? —x —6 = 0. On sait résoudre les équations de degré deux, et on montre
que x est nécessairement égal a —2 ou a 3.

Par suite, le couple (x, y) est nécessairement égal a (-2,3) ou a (3,-2).

Réciproquement, on vérifie immédiatement que ces deux couples sont bien des solutions de (S). En
conclusion, ’ensemble des solutions de (S) est :

{(-2,3),(3,-2)}

1.2 Définition des systemes linéaires

Définition 1.2.1

On appelle systéme linéaire de n équations & m inconnues x1,...,x, tout systeme d’équa-
tions de la forme :

a11x1+a12xe+ - +a1mXm = b1
a21X1+Qag92X2+--+a2 mXm = bg
Ap1X1+ap2X2+ -+ ApmAm = by

oulesa;;etb; pourl<si<netl<j<m,sontdes constantes données. Lorsque tous
les b; sont nuls, on dit que le systéme est homogéne.

Le systéme linéaire de la définition a n équations et m inconnues.

Exemple: Voici des exemples plus concrets de systémes linéaires. Un systéme de deux équations a

deux inconnues :
4

-3

2x+y
x=y
Un systéme de deux équations a trois inconnues :

1
I
0

x+y-—z
3x—y+4z

Un systéme de trois équations a deux inconnues :

x+by = -2
3x+y
—-x+2y

[l
= o

Attention 1.2.2

II ne faut pas croire qu’un systéme linéaire admet toujours une unique solution. En effet,
certains systémes linéaires en admette une infinité, d’autres n’en admettent aucune.

1.3 Systemes linéaires échelonnés

1.3.1 Définition
Définition 1.3.1

Considérons un systéme linéaire quelconque :
aiixytaigxet--+taim¥m = bl
@2,1X1+ag2Xe + -+ A2 mX;m = ba
S =
An1X1+ap2X2+ - +ApmAm = by
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Chapitre 1. Systémes linéaires 1.3. Systemes linéaires échelonnés

Un tel systéme est dit échelonné si a chaque fois que tous les coefficients situés a gauche
d’un coefficient a; ;j son nuls, il en est de méme des coefficients situés sous a; ;. Sur
chaque ligne, la premiére inconnue figurant avec un coefficient non nul est appelée une
inconnue principale du systéme. Les inconnues non principales sont dites auxiliaires.

Exemple: Le systéme suivant est échelonné :

x + y + z =1
2y + 2z =1
4z =1

Exercice n°1

Pour chacun des systémes suivants, dire s’il est échelonné et, s’il I'est, préciser ses inconnues

principales et ses inconnues secondaires.

x + y + z =1 x + y + z = 1

A) 2y + 2z =1 (B) 3x - 2y + 2z = 1
4z =1 4z = -2

x + y + z =5 x + y + z =1

© { 2y + 2z =1 D) { 2z = 3
(E){4x+y_3§ff (F) x + 2y + 22 = 1

1.3.2 Résolution

La résolution des systémes échelonné est trés simple, c’est 1a tout leur intérét : on exprime
les inconnues principales en fonction des inconnues auxilaires (s’il y en a), en partant de la

derniére équation du systéme et en remontant.

Exemple: Résolvons le systéeme échelonné suivant :

ol
N

SE{x+y+z
y + 2z

Les inconnues principales sont x et y. On va les exprimer en fonction de I'inconnue auxiliaire z, en

partant de la seconde équation.

x + y + z =1 - x + y + z =1
y + 2z = 4 y = 4-2z
- x + 4-2z + z =1
y = 4-2z
- x = -3+z
y = 4-2z

Conclusion : les solution de (S) sont les triplets de la forme (—3+2z,4—2z,z). Autrement dit, 'ensemble

des solutions de (S) est :
{(-83+2,4-22,2)eR?, zeR)

F. Lancereau



Chapitre 1. Systémes linéaires 1.4. La méthode du pivot de Gauss

1.3.3 Exercices

Exercice n° 2

Résoudre le systéme échelonné suivant :

x + y + =z =1
S = 2y + 2z =1
4z = 1

Exercice n°3

Résoudre le systéme échelonné suivant :

3x + y + z + 2t = 1
_ y — 2z + t = 3
§= 4z - t = 2
2t = —4
Exercice n°4
Résoudre le systéeme échelonné suivant :
x — y + z + 2t = -1
S= 2y — 2z + t = 1
2z - t = 2
Exercice n°5
Résoudre le systéeme échelonné suivant :
S=x + y + z =1

1.4 La méthode du pivot de Gauss

Nous noterons toujours L; la i-eme équation d'un systéme linéaire :

a11x1+a1 X2+ - +a1mxm = b1 (L1)
b2 (L2)

a21x1+ta292%X2+- - +A2 mXm

Ap1X1+Qp %2+ +ApmXm b, L)

Théoreme 1.4.1 (les trois opérations élémentaires)

Partant d’un systéme linéaire quelconque (S), on obtient un systéme linéaire équivalent
si on lui applique I'une des opérations suivantes :
> Echanger de deux lignes quelconques L; et L ;. Opération qui se note L; < L ;
> Multiplier une ligne quelconque L; par un réel a #0. Opération notée L; —aL; ;
> Ajouter a une ligne quelconque L; un multiple aL ; d’'une autre ligne (donc j #1).
Cette opération se note L; — L; +aL;.

La démonstration de ce théoréme est immédiate, on va donc 'omettre. Les trois opérations
décrites dans le théoréemes sont appelée « les trois opérations élémentaires ». On peut, lors
de la résolution d’'une systéme linéaire, appliquer librement ces trois opérations, c’est ce
qu’affirme le théoréeme.

F. Lancereau 8



Chapitre 1. Systémes linéaires 1.4. La méthode du pivot de Gauss

Considérons a nouveau un systéeme linéaire quelconque (S) comme ci-dessus. Il est possible
que x1 ne figure pas dans la premiere ligne (si a1, = 0). Mais quitte a permuter la premiere
ligne avec une autre ligne ou x; est présent (opération élémentaire du type L1 — L;), on
pourra toujours obtenir un systéme de la forme suivante :

c1,1X1+c1 %2+ +C1mX; = di
€2,1X1tC22X2t ++ComXm = dz
Cn1X1+Cp2Xg+ "+ Cpm¥m = dp
ou :
c1,1#0

Puisque c1,1 est non nul, on peut diviser la premiére équation par c1, (opération élémen-
taire qui se note L1 < (1/c1,1)L1). Finalement, on arrive & un systeme de la forme :

x1teioxg+-termX;, = f1
eg1x1+eg9X3+ - +eg mX; = fo
ep1x1t+epoxgt - tenmXm = fn
On applique alors les opérations élémentaires Ly — Lo —eg 1Ly, L3 — Lg—e31L1,..., L —

L, —ep 1L1. Ceci a pour effet de «faire disparaitre »'inconnnue x; dans toutes les lignes
autres que la premiere. Ainsi, on obtient un systéme de la forme :
x1+812%2+ +81mxm = hi1
g2.2%2+  t 82 mXm ho

hn

8n2X2+ -t 8nm¥Am

Remarque 1.4.2

Il n’y a plus de x1 dans les lignes Lo,Ls,...,L,. Mais il est tout a fait possible qu’il n’y
ait plus non plus de xg2 ou de x3. ..

Ce qu’on vient de faire avec le systeme (S), on le refait avec le « sous-systéme »suivant :
822%2+  +8amxm = hg

8n2X2+ " +8nm¥m = hn

Puis on fera de méme avec un « sous-systéme »du « sous-systéme ». Il est clair que ces ma-
nipulations ne continueront pas indéfiniment, et qu'on va aboutir & un systéme échelonné.
On a ainsi démontré le résultat suivant :

Théoreme 1.4.3

Partant d’un systéme linéaire quelconque, on peut toujours, en lui appliquant judicieu-
sement les trois opérations élémentaires, obtenir un systéme échelonné.

C’est, précisément la méthode exposée plus haut, lors de la démonstration de ce théoreme,
qu’on appelle « méthode du pivot de Gauss ».

F. Lancereau 9



Chapitre 1. Systémes linéaires

1.4. La méthode du pivot de Gauss

Corollaire 1.4.4

Tout systéme linéaire est équivalent a un systéme échelonné.

Ce corollaire est une conséquence immédiate des deux théoremes qui le précedent. Il est

temps de donner un exemple.

Exemple: Résolvons le systéme linéaire suivant :

x + y + z =
x -y + 2z =
2x + y - z =

S

[\)

x + y + z =1
= x -y + 2z = 2
2c + y - =z =1

x + y + z =1
o -2y + z = 1 (Lg—Lga—L»y)
2%+ y — =z =1
x + y + =z =1
= -2y + z =1
-y — 3z = -1 (L3—L3—2Ly)
x + y + =z =1
= y - 3z = F @Lo—FLy)
-y - 3z = -1
x + y + z =1
o yo- k- 3
Fz = F (Lz—Lsz+Ly)

Nous somme ainsi parvenu, aprés quatre opérations élémentaires, a un systéme échelonné, équi-
valent a (S). La résolution de ce systeme échelonné est aisée : on trouve une unique solution, qui est

le triplet :

1.4.1 Exercices

(ﬁ‘ﬁ?)
77T

Exercice n°6

Résoudre le systéme suivant :

Exercice n°7

Résoudre le systéme suivant :

Exercice n°8

Résoudre le systéme suivant :

g= 2 + 3y =1

T 5x + Ty = 38
g= 2 + 4y = 10
"1 3 + 6y = 15
g= 4 - 2y =5
—-6x + 3y =1

F. Lancereau
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Chapitre 1. Systémes linéaires 1.4. La méthode du pivot de Gauss

Exercice n°9

Résoudre le systéme suivant :

S= x — 2y =5
2¢ + y =1
Exercice n° 10
Résoudre le systeme suivant :
2x + y — 3z = 5
S=4¢ 3x - 2y + 2z = 0
bx — 3y - =z =1
Exercice n°11
Résoudre le systéme suivant :
2x + 3y - 2z = 5
S=<¢ 2x + 3y + 8z = 4
4 - y + 4z = 0
Exercice n°12
Résoudre le systéme suivant :
x + 2y + 2z = 2
g= 3x + 2y - 2z = 5
"] 2x - 5y + 3z = -4
x + 4y + 6z = 0
Exercice n°13
Résoudre le systéme suivant :
x — y + 2z + 3t + uwu = 13
x + y + 2z + Tt + 3u = 25
S={ -x + 4y - 5z + 12t - 4u = 2
2 — 4y + b5z + t = 13
4 — 3y + 4z + 23t + 9u = &4

Exercice n° 14

Résoudre le systéme suivant, £ étant un parametre :

Rk + y =1
Sz{x+ky:1

Exercice n°15

Donner le nombre de solutions du systéme suivant en fonction du parameétre % :

x + y + kz = 2
S={ 3x + 4y + 2z = k
2c + 3y - z =1

F. Lancereau 11



Chapitre 1. Systémes linéaires 1.4. La méthode du pivot de Gauss

Exercice n°16

Méme question pour le systéme suivant :
{ x + 2y + kz =

1
S=2x+ky+82'=3

Exercice n°17

A quelle condition sur les parametres a,b,c, le systéme suivant admet-il au moins une

solution ?
x + 2y - 3z = a
S=<X 3x - y + 2z = b
x — by + 8 = ¢

Exercice n°18

Trouver tous les polynémes P de degré < 2 qui vérifient :
PO)=P(1)=1, P'(0)=0

Exercice n°19

Trouver tous les polynémes P de degré < 2 qui vérifient :
P(0)=P(1)=1, P'(0)=0

Exercice n° 20

Trouver tous les polynémes P de degré < 3 qui vérifient :
P(0)=P'(0)=0, P(1)=P'(1)=1

Exercice n°21

Trouver tous les polynémes P de degré < 3 qui vérifient :
P(-2)=P(0)=P((2)=0, P(-3)=P(1)=1

Exercice n° 22

Trois personnes ont constaté qu’a chaque fois qu’elles montent & deux en méme temps sur

un pése-personne, celui-ci affiche 142 kg. Que peut-ont dire du poids de ces personnes?

F. Lancereau
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Chapitre 2

Calcul matriciel

2.1 Introduction

Chaque année, 20% de la population d'une ville X migre vers une ville Y et 5% de la po-
pulation de la ville Y migre vers la ville X. On suppose que ces migrations sont les seuls
facteurs influant sur la population des ville.

1.

gun

© ® S

On note x et y les populations respectives de X et Y une année donnée et x’, y' les
populations respectives 'année suivante. Expliquer pourquoi X' = AX ou

0,8 0,05 x x'
A= 0w ) x=5 == ]
Si la population actuelle de X est 8500 habitants, celle de Y, 11500. Quelles étaient
les population 'année précédente ?
Expliquer pourquoi la population au bout de n années sera de A" X.
Calculer les populations au bout de trois années.
A T’aide de la calculatrice, donner avec des coefficients arrondis au milliéme les ma-
trices A10, A30 A50 A100
Quel phénomeéne observe-t-on ?
Quelles seront les populations au bout de 50 ans?
Comment vont-elles évoluer ?

Si la population totale des deux villes est de x + y = 20000, quelles seront les popu-
lations 50 ans apres? Cela dépend-il de la répartition initiale x et y entre les deux
villes ?

2.2 Définitions, notations

Définition 2.2.1

Exemple: A= (

Une matrice de dimension (m,n) est un tableau rectangulaire de m x n éléments, rangés
en m lignes et n colonnes. On utilise aussi la notation m x n pour la dimension. Lorsque
m = n, on dit plutét : matrice carrée d’'ordre n. Si m = 1, on parle de matrice-ligne d’ordre
n, et si n = 1, on parle de matrice-colonne d’ordre m.

2
1

o
= N W



Chapitre 2. Calcul matriciel 2.2. Définitions, notations

A est une matrice carrée d’ordre 3. B est de dimension (3,2), C de dimension (2,3). D est une
matrice-colonne d’ordre 3 et E une matrice-ligne d’ordre 3.

Conventions

Chaque matrice est encadrée par des crochets - [ ] - ou des parentheses - ( ), parfois
par d’autres symboles (accolades, traits doubles, ...) : la seule notation non admise est
le trait simple - | | - réservé aux déterminants. L'écriture d'une matrice quelconque
d’ordre m x n nécessite un rangement convenable des coefficients et surtout de savoir
situer la position de chaque coefficient dans la matrice. La maniére la plus simple pour
y parvenir est de les indexer par deux nombres, le premier précisant la ligne qui le
contient, le deuxiéme la colonne qui le contient. On note alors, par exemple : A = (a;;).

Y11
Exemple: A= (011 12 a13), X=(rx11 x12 %13 x14)etY =]y
a1 aze ass Va1

Définition 2.2.2

Deux matrices de méme dimension, (aij) et (bij), sont égales si et seulement si:a;;j = b;;
pour tout couple (i,j).

Définition 2.2.3

La diagonale d’'une matrice (aij) est 'ensemble des éléments a;;.

ajx a2 ais by b1z bis c11 c12
Exemple: A=|a21 age ag3|,B= (b b b ) etC=|co1 cCa2
21 baz  ba3
a3l Qa32 ass €31 32
Conventions
L'ensemble des matrices a m lignes et n colonnes se note :
-/%m,n([R)

L'ensemble des matrices carrées a n lignes et n colonnes se note simplement .4, (R) au
lieu de 4, »(R).

2.2.1 Exercices

Exercice n°23

Soit la matrice M telle que M;; = (-1)"*7 . (2i +3j)? avec 1 <i <2 et 1< j<3. Quelles sont
les dimensions de la matrice ? Ecrire M.

Exercice n° 24

Expliciter les matrices :

1<j<3 1<j=3
C=(js=i<3, D =(2i)1<i<4
1=<j<2 1=<j=<1

F. Lancereau 14



Chapitre 2. Calcul matriciel 2.3. Opérations

Exercice n° 25

1
Ecrire la matrice d’ordre 3 vérifiant : a;; = F—
i+Jj-

Exercice n° 26

Trouver une écriture compacte pour la matrice suivante :

1 3 5 7 9 11
-1 -3 -5 -7 -9 -11
1 3 5 7 9 11

2.3 Opérations

2.3.1 Transposition
Définition 2.3.1

La transposée d’une matrice A = (a;;) est la matrice A’ = (a;), obtenue en échangeant
les lignes et les colonnes de A.

Ceci revient a effectuer une symétrie par rapport a la diagonale de A.

1 3

1 4
Exemple: Ainsi, la matrice A=|4 5 |a pour transposée A’ = 0 .
3 5 -1
0 -1
3 0 4 3 1 4
De méme, la matrice B=|1 2 3| apour transposée B‘=|0 2 6.
4 6 8 4 3 8

Propriété

Si A est de dimension (m,n), alors A’ est de dimension (n,m). En particulier, si A est
carrée d’'ordre n, alors A’ a le méme format. La transposée d’une matrice-colonne est
une matrice-ligne, et réciproquement. Enfin, (A?)’ = A pour toute matrice A.

Vocabulaire

Une matrice carrée A est dite symétrique si elle vérifie: Al = A

1 3 4
Exemple : la matrice A=|3 2 -2/ est symétrique. Onaa;;=aj;.
4 -2 7

Vocabulaire
Une matrice carrée A est dite asymétrique si elle vérifie : A? = —-A

0 2 -1
Exemple : la matrice B=|-2 0 5 | est symétrique. Onabd;;=-b;;.
1 -5 0

2.3.2 Produit par un réel
Définition 2.3.2

Le produit d’'une matrice A = (aij) par le nombre A est la matrice 1-A = (A-aij). On dit
aussi que 1 - A est le produit de A par le scalaire A.

F. Lancereau 15



Chapitre 2. Calcul matriciel 2.3. Opérations

5 0 60 -8 1 Y1 Y12 Y13
Exemple:-2-|1 -2 3|=|-2 4 -6 |et=-(y11 12 y13)=(7 =5 7)
4 -6 8 -8 12 -16
Définition 2.3.3

Pour chaque dimension (m,n), on note O,,, la matrice nulle dont tous les éléments sont
nuls. Si la dimension est sous-entendue, on la note simplement O.

Propriété

A et 1-A ont toujours la méme dimension.

2. 1-@AH=-A)

3.  Pour toute matrice A et tous scalaires L et y,ona: A-(u-A)=(Ap)-A
4, 0.A = Oy, pour tout A € My,

5. 1A=A

6. 2A=A+A

7. (-1).A=-A

8.

A-A=0sietseulementsil=00ud=0

2.3.3 Addition de deux matrices
Définition 2.3.4

L’'addition de deux matrices A et B n’est possible que lorsque les deux matrices ont les
mémes dimensions.

Dans ce cas, la somme C des deux matrices a pour coefficient la somme des coefficients
deA etB:

Cij=aij+bij

1 20 111 2 31
Exemple:A=|0 1 3|etB=|1 1 1|,onaC=A+B=|1 2 4/|.
5

1 40 111

DN
[y

Propriété

_EA,B,C de méme dimension et des scalaires A,y :
A +(B+C)=(A+B)+C associativité

A +B =B+ A commutativité

A+0O=A=0+A (O est I'élément neutre)
toute matrice admet une opposée, —A =(-1)-A
A(A+B)=1-A+A-Bet(A+u)-A=1-A+u-A
(A+B)Y=A'+B!

L T

2.3.4 Exercices

Exercice n° 27

Pour tous nombres réels x,y, z, calculer la matrice :

Iy

F. Lancereau 16




Chapitre 2. Calcul matriciel

2.3. Opérations

Déterminer ’ensemble des triplets de réels (x, y, z) tels que

1 4 7 0
x|[2|+y|5]+2|8|=|0
3 6 9 0

Exercice n°28

On définit une suite (U, ),ecn de matrices en posant :

1 0
UO‘(O 1)

VI’L€N, Un+1:Un+

0 2
-2 0

Calculer Uy, Uy, Us. Exprimer la matrice U, en fonction de n.

Exercice n° 29

On définit une suite (A ,),en de matrices en posant :

()

VneN, Api1=-24,+

o

Calculer A1, Ag, As. Exprimer la matrice A,, en fonction de n.

2.3.5 Produit de matrices

2.3.5.1 Faisabilité

Le produit de matrices A - B existe si et seulement le nombre de colonnes de A est égal au

nombre de lignes de B.

Soit A une matrice n x p et B une matrice p x q. Alors, la matrice C = A - B est une matrice

nxgq.

Attention 2.3.5

Exemple : Soit A une matrice 2 x 3 et B une matrice 3 x 4.

le produit de matrices n’est pas commutatif: A-B#B-A.

Alors, la matrice C = A x B est une matrice 2 x 4. De plus, le produit B x A n’existe pas.

2.3.5.2 Détail du calcul

p
cij= ) airbr;
k=1

avec i = i®™¢ ligne et j = j *™¢ colonne

F. Lancereau
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2.3. Opérations

’B : p rows q columns ‘

an1

/bu/aﬁ bij biq

N
bl ) b

N

N
bpl bpj bpq

) N__
1 C1j Clq
OROHOIE
Ank anp Cnl Cnk qu

A :nrowsp columns‘

’C:A x B : n rows q columns

Exemple:

2 1
1. Prenons A=[1 0
3 1
1 2
0 3
2 1 2 7
1 0 1 2
3 1 3 9
2
2. Prenons A = (1
1 2
0 3
21 2 7
1 0 1 2

3. Prenons M = (

2
1

0

1 2 1
)ag_& > )

J

2 7 3
3 OnaC=AxB=|1 2 1
1) 3 9 4
4
1 2 0
etB—(O 3 1).
)
1
2 7 1
OnaC:AxB:(1 9 0).
1
0
1 3
0 1] et calculons M2.
0 1

F. Lancereau
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Attention 2.3.6

Le produit A - B peut étre la matrice nulle avec A # O et B # O (le produit des matrices
n’est pas intégre, voir exemple ci-apreés)

(1 2:j(jé'f)_p %

6 5 4 1 -9 0 0

En particulier, dans le calcul matriciel, I'égalité matricielle A -C = B - C n’implique pas
nécessairement A = B

2.3.6 Exercices

Exercice n° 30
3 -2 1 1 6 1 7

Soit les matrices A= 5 7 0|,B=|3 2 -1]letC=]|-1
-1 1 3 2 2 1 3

Calculer : A -B puis B- A et conclure, (A-B) et Bt-At, A2, A-TetI-A,A-CetC-A

Exercice n° 31

Calculer les produits suivants :

2 2 1\ (-2 3 0 1) (0 1
A=(1 35}@) Dz& J(s J Gz& J(oo)
6 F) 1 2 3\ (x
2 E=|4]-(1 3 5) H=|1 -2 1.y)
B::(l 3 5)- 4 6 (0 5 5) (z
1 -1 0/ |, ( R
F—(a b).(l O) avec (x,y,z
o2 3821 e d/lo 1
_(5 1)'(0 6) avec (a,b,c,d €R)

Exercice n° 32

Soient A, B € #,(R). En utilisant les regles de calcul matriciel, développer ’expression :
(A +B)?

Donner un exemple qui prouve qu’en général : (A + B)? # A% + 2AB + B2
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Exercice n° 33

2

SmtA:(O 1

). Calculer A” pour tout entier naturel n.

Exercice n° 34

1

Soit A = (O 1

). Calculer A" pour tout entier naturel n.

Exercice n° 35

Soit A = (3 1) Calculer A" pour tout entier naturel n.

Exercice n° 36

Soient A,B € .4, (R). On suppose que A et B commutent, c’est-a-dire que AB = BA. Démon-
trer que A2B2 = (AB)2.

Soient A = (2 (1)) et B= (_01 (1)) Calculer A?B? et (AB)®. A-t-on AB=BA?

Exercice n° 37

b
b
Méme question en remplagant « matrice nulle » par « matrice unité ». Méme question en
remplacant « est une matrice nulle » par « est égale a elle-méme ».

Trouver toutes les matrices de la forme A = (Z ) dont le carré est une matrice nulle.

Exercice n° 38
Soit :
1 2
5=
1. Montrer que (B —312)(B —413)=0s.
Définir deux suites de réels (a;)nen et (b, )nen telles que :
VneN, B"=a,B+b,Is

3. Exprimer B” en fonction de n.

2.4 Matrices carrées

Pour deux matrices carrées de méme ordre A et B, la somme A + B et les produits AB
et BA existent toujours ( on n’a plus a se soucier des conditions d’existence). Toutes les
propriétés vues ci-dessus sont encore vraies, et le calcul matriciel ressemble beaucoup au
calcul algébrique ordinaire, & deux exceptions pres :

> le produit n’est pas commutatif,

> il n’est pas integre.
Il n’y a donc pas, en général, d’identités remarquables ni de formules donnant les racines
d’'une équation matricielle. Les propriétés supplémentaires sont liées a I'existence d'un €élé-
ment neutre pour le produit et d’inverses dans certains cas.
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2.4.1 Matrices identités
Définition 2.4.1

Pour chaque ordre n, on appelle matrice identité d’ordre n la matrice notée I, définie
par:

lsii=j

In = (5ij) avec:éijz{o sji;éj

Autrement dit, c’est une matrice carrée d’ordre n dont tous les coefficients sont nuls saufs
ceux de la diagonale qui valent 1. Si 'ordre est implicite, on la note I.

1 00
Exemple: I3=|(0 1 O
0 0 1

Propriétés
La matrice identité est élément neutre du produit des matrices carrées d’ordre n :
VAed, : A-I,=A=1I,-A

Plus généralement, pour toute matrice A de dimension (m,n) :

I,-A=A
et pour toute matrice B de dimension (m,n) :
B-I,=B
1 0 O x X 1 0 O
Exemple: |0 1 Of-[y|=|y|et(x ¥ 2)-|0 1 O|=(x y 2)
0 0 1 z z 0 0 1

2.5 Quelques matrices particuliéres
2.5.1 Les matrices triangulaires

Définition 2.5.1

On appelle matrice triangulaire supérieure toute matrice carrée de la forme :
a11 a2 ... Qlna
0 age
. An-1,n
0 o0 ann

On définit de facon analogue les matrices triangulaires inférieures.

Exemple: Les matrices 0, et I, sont a la fois triangulaires supérieures et inférieures.

Proposition

1.  Tout produit d'une matrice triangulaire supérieure par un réel est triangulaire
supérieure ;

Toute somme de matrices triangulaires supérieures est triangulaire supérieure;

Tout produit de matrices triangulaires supérieures est triangulaire supérieure.
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Proposition
Une matrice triangulaire supérieure est inversible si et seulement si tous ses termes
diagonaux sont non nuls. Et dans ce cas, son inverse est triangulaire supérieure.
Remarque : Les deux propositions précédente restent vraies en remplagcant partout « su-

périeure » par « inférieure ».

2.5.2 Les matrices diagonales

On considére des matrices carrées.

Définition 2.5.2
On appelle matrice diagonale toute matrice carrée de la forme :
di 0 ... O
0 do
: .0
0o - 0 d,

oudi,ds,...,d, sont des réels quelconques. Une telle matrice est parfois notée :
diag(dq,ds,...,d,)

Les matrices diagonales sont donc les matrices qui sont a la fois triangulaires inférieures
et supérieures.

«regles de calcul »

Les égalités qui suivents sont vraies pour tous réels A,d1,ds,...,d,,d},ds,...,d), :
1. A-diag(dy,ds,...,d,) = diagA-d1,A-ds,...,A-dy)
2.  diag(dy,dy,...,d,)+diag(d],d,,...,d,) = diag(d, +d},d2 +ds,...,d, +d})
3. diag(dy,ds,...,dy)diag(d],d,,...,d,) = diag(d1d},dad,),...,d,d})

Proposition

Une matrice diagonale diag(di,d9,...,d,) est inversible si et seulement si d1,do,...,d3
sont tous non nuls. Et dans ce cas :

diag(dy,ds,...,d,) ! = diag(d;',d5?,...,d; ")

2.6 Matrices inverses

2.6.1 Inversion d’une matrice 2 x 2

Condition pour qu'une matrice soit inversible

X11  X12
X21 X22

a1 @12

) lorsque :
a21 agg

Une matrice A = ( ) admet une matrice inverse X = (

(an a12).(x11 x12)=(1 0)
a1 ag) \x21 x22) \0 1

(xn x12).(a11 a12):(1 0)
x21 x22) \ag1 age) \0 1
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2.6. Matrices inverses

Apres développement des deux égalités précédentes,

équivalents a

on obtient deux systémes linéaires

x11.a11 + Xx12.a91 = 1
X91.a11 + X92.a91 = 0
x11.a¢12 + x19.092 = O
X91.a12 + X92.a92 = 1

La premiere équation et la troisiéme équation forment un systéme linéaire aux inconnues
x11 et x12 tandis que les deux autres équations forment un systéme linéaire aux inconnues
x21 et x20.

Pour que ces systémes admettent une solution unique et bien déterminée, il faut et il suffit
que aij.ag—ai.a2 #0

A retenir

a2
a2

ai

Une matrice A = (
asi

) est inversible si et seulement si a17.a99 —a19.a91 #0

2.6.1.1 Calcul de Pinverse d’une matrice

On résoud le systeme d’équations en x11 et x12 par combinaison linéaire :
> on élimine l'inconnue x19

{ a11.x11+ag1.x12 = 1 x (—ag9)
a1e.x11+tage.x12 = 0 x{ag1)
(—ai1.ag2 +aig.agy).x11 = —ag (+
> on élimine l'inconnue x17
{ @11.X11 +@21.X12 1 x(—a12)
a1g.x11+age.x12 = 0 x{a11)
(—a12.a21+a11.a22) .x12 = —a12 (+
. agg —a12
Posons A =aji.a99 —ai12.a21. On obtient : x11 = A et x19 = A
R , R ys . —ag
De la méme facon, on résoud le systéme d’équations en x2; et x29. Cela donne : x91 = A
et x99 = i
22 = ——.
A
A retenir
agze —ai2
L. ail] ai2 _ A A 1(aze -ar
La matrice inverse de A = est A7l = =—
a1 Q99 —a2i aii A\—-a21 a11
A A

La matrice inverse d’'une matrice carrée d’ordre 2 inversible est obtenue en échangeant les
éléments de la diagonale principale, en changeant les signes des éléments de la diagonale
secondaire et en multipliant la matrice obtenue par I'inverse de A

2.6.1.2 Exercices

Exercice n° 39

Les matrices suivantes sont-elles inversibles ? Si oui, calculer les matrices inverses.
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2 o 2 7 53 [t o

Exercice n° 40

1
) est inversible et calculer A~ L.

Montrer que la matrice A = ( 1 3

Trouver toutes les matrices M € .#5(R) telles que :

R U

2.6.1.3 Déterminant d’une matrice 2x2 — Systémes linéaires

Définition 2.6.1

a1l ai2

) est leréel a11.a99 —a12.a91.
a1 @22

Le déterminant de la matrice A = (

a1l a2

On le note ou bien det A
2

C’est donc la différence entre le produit des éléments de la diagonale principale et du pro-
duit des éléments de la diagonale secondaire de la matrice A.

Notons aussi que le déterminant d’'une matrice n’est en aucune maniére de méme nature
que les éléments de la matrice en question.

Propriétés

1. Si on multiplie les éléments d’une ligne (ou d’'une colonne) par un réel, le déter-

minant est multiplié par ce réel.

ka1l k.ais

k.ai1.a99 —k.a19.a91

a1 @92
= k.(a11.022 —a12.021)
an a2
= k.
as a2

2. Si les éléments d’une ligne (ou d’une colonne) sont proportionnels aux éléments
de l’'autre ligne (ou de ’'autre colonne) alors le déterminant est nul.
k.ai1 k.aio

= k.aijij.aig—k.aq1.a12
a1l aiz

= 0

3. Ledéterminant change de signe lorsqu’on permute deux lignes (ou deux colonnes)

a1 age|
= @12.021—Q11.222
a1 a1z
= —(a11.a22—ai2.a21)
_ e ax2
ag1 a9
a1 aig+biz a1l aiz| |ain bie .
4. La preuve est laissée au lecteur.
a1 agx+baa as1 ag2| |a21 b

5. detAl=detA
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2.6. Matrices inverses

2.6.1.4 Exercices

1. Calculer :

1 2 0 -5 -5 -2 -5 4
3 4 10 18 -4 -3 3 1
2. Simplifier en mettant en évidence des facteurs communs :
a® b a’-b% a-b
a b2 a+b -1

2.6.1.5 Ecriture matricielle d’'un systéme linéaire

Le systéme linéaire :
{ a11x1
a21x1

équivaut a I’écriture matricielle :
(a 11
a21
a11

Si on pose A = (
a21

a2 X2

+ ai12x2 = MM
+ agex9

Y2

o) ()= (2

alZ), X = (xl) etY = (zl) alors le systéme linéaire s’écrit A. X =Y et
2

une condition nécessaire et suffisante pour que celui-ci admette une solution unique est que
det A # 0 (le systeme linéaire est alors appelé systéme de Cramer).

Dans ce cas, A1 existe et on peut multiplier les deux membres de 'équation matricielle

A.X =Y par cette matrice.

AN AX)
(A71A)x
(HX

X

= Aly
= Aly
= Aly
= Aly

On obtient les inconnues en effectuant le produit matriciel entre la matrice inverse de A et

la matrice colonne Y.

2.6.1.6 Méthode de Cramer

On développe 'égalité (*) en écrivant :
(xl) 1 ( ag —alz) (yl)
X9 detA \-a21 a11 ) \y2

_ 1 ( @22.y1 —@12.y2 )
det A \—ag21.y1+ta11.y2
1

_ deitA (ag2.y1—a12.52)

—(—Qa921. +a11.
detA( 21.Y1+a11.Y2)

y1 @12
y2 Qa2
— det A
ail Y1
a1 y2
det A

Puisque deux matrices égales ont des élé-
ments de mémes indices égaux :

Y1 Q12

Y2 a2 Aq
xl = = —

ann ap| A

az1 ag2

ailz )1

a1 Y2 Ao
x2 = = —

a1 ap| A

a1 Qg2

F. Lancereau
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A1 est obtenu a partir du déterminant du systéme en remplagant les coefficients de x; par
les termes indépendants correspondants;

Ag est obtenu a partir du déterminant du systéme en remplagant les coefficients de x2 par
les termes indépendants correspondants.

2.6.1.7 Conclusions

1.  La résolution d’'un systéme linéaire & deux inconnues de fagon matricielle est com-
mode si le déterminant du sytéme est différent de 0 : on écrit ’équation sous forme
matricielle ; on multiplie les deux membres par I'inverse de la matrice du systéme;
on obtient ainsi les inconnues.

Exemple: Résoudre matriciellement le systéme

27x1 + 15x9 = -16
10x; - 2 = 11

c’est I'écrire sous la forme :
27 15\ (x1) (-16
10 -9) \xe) | 11
On calcule le déterminant de la matrice du systéme :

27 15
10 -9

' =-393

Puis la matrice inverse de celle du systeme :

1 -9 -15
-393 \-10 27

x1\ 1 (-9 -15) (-16
x9]  -393(-10 27 /| 11

21y 1 -21
x2)  —393 |457

Finalement :

Solu < { 21 457}
ion : =
otutio 393’ 393

2. Discussion : A, A1 et Ag étant définis comme ci-avant;

A A
Si A#0 alors x1 = 2Lt X9 = -2 (droites sécantes)

>

> SiA=0et A; =0 (ou Ag =0) alors le systeme est indéterminé (droites paralleles
confondues)

> Si A=0et A1 #0 (ou Ag # 0) alors le systeme est impossible (droites paralleles
disjointes)

2.6.1.8 Exercices

Exercice n°41

Résoudre matriciellement :

1 5x-3y=14 S= g_z
: 5x+3y="17 |10 6
_9— 4

2. 3x+2y-2=0 S={§;——}
x—y—2=0 5 5
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Tx+3y—-36=0 o
3 { 11x-5y-8=0 §=18:5)
4 10x+4y—-3=0 S—{E-—E
) 20y —5x—4=0 130" 6
3x+4y—-85=0
. ={11;1
5 { Tx—6y+1=0 S ={11;13}
3x+5y—-42=0 il
6. { 9y—x-8=0 S ={4;6}
21x+8y+66=0 o
7. { 28x—-23y—-13=0 §={-2-3)
—b5x+Ty=17 e
8. {3x+y—21:0 S =156}
3
X-0,7y=2,1 141 519
o | 4 ; S
—O,7x+4,2y=§ 38 "532

Exercice n°42

Déterminer le paramétre m pour que les droites d; =5x—2y = -3 et do = mx+m2y+m3 =0
(avec m # 0) soient non sécantes. Pour cette valeur de m, les droites sont-elles paralleles
distinctes ou confondues?

2.6.2 Déterminant et Inversion d’'une matrice 3 x 3

2.6.2.1 Mineurs d’une matrice d’ordre 3
Définition 2.6.2

On appelle mineur A% de I'élément a;j d’'une matrice A d’'ordre 3, le déterminant de la
sous-matrice d’ordre 2 obtenue en supprimant la i®™ ligne et la j°™° colonne de A .

1 2 4
1
Exemple : Soit A = (3 6 8) une matrice d’ordre 3. La matrice (3 8) est une sous-
5 9 7

matrice d’ordre 2 de la matrice A. Le déterminant de cette sous-matrice est le mineur

1 4
3 8
d’ordre 2 de ’élément a3s de la matrice A que l'on notera A32. Le mineur A32 de ’élément
asg vaut donc —4.

2.6.2.2 Cofacteurs d’une matrice d’ordre 3
Définition 2.6.3

On appelle cofacteur de I'élément a;; d'une matrice A d’ordre 3 le produit du mineur
AY par (-1)'*7.

On multiplie le mineur de I'élément a;; par +1 ou —1 selon que la somme des indices est
paire ou impaire. Le tableau suivant résume la situation pour chaque élément considéré :
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2 3 4
Utilisation : Calculer la matrice des cofacteurs de la matrice A=|1 2 3
01 2

remarque : La matrice des cofacteurs est la matrice obtenue en remplacant chaque élément
de A par son cofacteur.

1 -2 1
Réponse : cof(A)=-2 4 -2
1 -2 1

2.6.2.3 Exercices

1. Soit la matrice

2 1 6
A=[5 4 3
8 7 9

Calculer les mineurs, puis les cofacteurs de a9, ass, a21 et ag

2.  Méme exercice pour

1 a b
B=|1 a2 b2
1 o® b3

2.6.2.4 Matrice adjointe

La matrice adjointe de A (notée adj A) est définie comme la transposée de la matrice des
cofacteurs de A.

2.6.2.5 Déterminant d’'une matrice d’ordre 3
Définition 2.6.4

Le déterminant d’'un matrice 3 x 3 est la somme des produits des éléments d’une ligne
(ou d’un colonne) par leurs cofacteurs respectifs.

ailxl ai2 ais
Soit la matrice A = |a91 a9 asg|.

as1 az2 ass
Par définition :

|A] an.All+a12.(—A12)+a13.A13

aai. (—A21) + azz.A22 +a9s. (—A23)

On parle d’expansion par cofacteurs ou encore que le déterminant est développé suivant les
éléments de telle ligne ou de telle colonne.

La valeur du résultat est indépendante du choix de la ligne ou de la colonne.

Exemple : Quel est le déterminant de la matrice A?

>

Il
DO N
o o r

N o

Solution

Suivons le processus décrit ci-dessous :

F. Lancereau 28



Chapitre 2. Calcul matriciel 2.6. Matrices inverses

1.  Choisir une rangée ou une colonne de A. Pour I'instant, choisissons la premieére ran-
gée.

2.  Multiplier chacun des éléments de cette rangée par leurs cofacteurs correspondants.
Les éléments de la premiere rangée sont a11 =2, a13 =1, et a13 =3 que 'on multiple
avec les cofacteurs correspondants, c’est-a-dire C11, C12 et C13 qui sont

Ci1 = (DYMyy

0 2
- 1’0 5 |10 (-2 -2-01=0
Cio = (—1)1+2M12
- |} % |=cDi2-221=6
- 2 -2 |~ B
Ciz = (-D3My3
1 0
_ 1’2 O‘_1n.0—02]_0
3. Finalement :
detA = aj11-Ci1+ajs-Cia+aiz-Cis

=2.0+6-1+3-0=6

Vérifions si une expansion le long de la deuxiéme colonne appuierait le résultat précédent.
On remarque aisément que le choix de la deuxiéme colonne est nettement la plus efficace
puisque le déterminant sera obtenu du calcul detA =ai2-Ci2+ags-Cag +ass-Csg et deux
des trois éléments de la 2°™¢ colonne sont nuls. En effet, aja = 1, ag9 = 0, et ags = 0. Il est
ainsi inutile de calculer les cofacteurs Cog et Cso. Pour sa part, le cofacteur correspondant
a a9 est

Ciz = (-D2My,

1 2
= (-1 9 _2‘
= (-D[1-(-2)-2-2]
6
Le déterminant de A est donc
detA = a12-Ciz+age-Caa+asze-Cs
= 1'6+0‘022+0‘C32

= 6

ce qui correspond effectivement a la réponse obtenue par une expansion le long de la pre-
mieére rangée.

2.6.2.6 Regle de SARRUS
Attention 2.6.5

La regle de Sarrus n’est valable que pour les déterminants d’ordre 3!
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ail Q@12 ais
det A = ag1 aAgy ass

az1 asz2 ass
=(a 11@22a33 +a21a32013 +a31a 12a33) - (a13a22a31 +tags3az2a11t a33a12a31)

@1y Q12 Q13

‘ a21 az3

* e
RO

ai1 ai13

a1 a2 Q13

Les éléments reliés par la méme ligne sont multipliés entre eux, les produits ainsi obtenus
sont sommés avec le signe plus pour les lignes descendantes et le signe moins pour les lignes
montantes.

2.6.2.7 Exercice

Calculer les déterminants suivants :

3 2 1 4 3 2 o 1 2 1 a b a 1 1
4 -2 3 1 -1 -5 3 4 -4 a 1 b 1 a1
-2 -1 -2 -2 4 -3 -3 -2 -1 a b1 1 1 a

2.6.2.8 Propriétés

Ce sont les mémes que celles évoquées pour les déterminants d’ordre 2.
En reprenant les propriétés 1 et 4 précédentes étendues aux déterminants d’ordre 3, on
établit également ceci :

= Soit une matrice A d’ordre 3 dont les colonnes sont notées A; avec i € {1,...,3} et soit la
notation

detA =[A1,A9,Asl

3
SiB= Z a;-A;j=a1-A1+ag-Ag+ag-As (B est appelée combinaison linéaire des colonnes
i=1
A;) alors on a respectivement :

1) IB,Ag2,Asll

la1A1+a2A2 +a3As,Ag,Asll
a1llA,Ag, Asl
+ag Az, Az, Azl
+azllAs, Az, Asll
a1llA,Az, Azl
a1 detA
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2) lA1,B,Asll = [A1,a1A1+agAs+a3As3,As]
= a1llA1,A1,As]
tagllA1,Ag, Asll
+aszllA1,As,Azl
= azllA1,Ag,Asl
= agdetA
3) lA1,Ag,Bll = [A1,A2,a1A1+a2A2+a3Asl
= a1llA1,Ag, A4l
+agllA1,Ag, Azl
+tazllA1,Ag, Asll
= asgllA1,Ag,Asl
= agdetA
Application : le déterminant de Vandermonde
1 1 1
D=|a b ¢
a2 b? ¢

appelons les colonnes C1,C2, C3 et substituons a Cy la différence Co —C1, a C3 la différence
C3— C1 pour faire apparaitre une ligne avec deux zéros

1 0 0

a b—a c—a

2 p2_ 42 2_g2

D=

a
on développe évidemment D suivant les éléments de cette premiére ligne en ayant pris
soin de mettre en évidence le facteur b —a de la deuxiéme colonne et le facteur ¢ —a de la

troisiéme colonne
1 1

b+a c+a

D=(b-a)(c—a)(c-b)

D=bB-a)(c—a)

Autre exemple :

a-b-c 2a 2a
D= 2b b-—c—-a 2b
2¢ 2¢ c—a-b

Li—L4 +L2+L3
a+b+c a+b+c a+b+e
D= 2b b-c—a 2b

2c 2c c—a-b

1 1 1
D=@(@+b+c¢c)|2b b-c—-a 2b
2c 2c c—a-b

Co—Cog-CietC3—C3-C;q

1 0 0
D=@(@+b+c)|2b -b-c—-a 0
2¢ 0 —-c—a-b

D=(a+b+c)
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2.6.2.9 Exercice

Calculer les déterminants en appliquant ces méthodes :

a o ¢ 1 a a° -2a a+b a+c a+b c+d 1 0 2a¢ O
boeal N1 b 83| lasb 26 b+c| |b+c a+d 1 |26 0 3a
1 ¢ 3 a+c c+b -2c c+a b+d 1 4b 3b 6a

ab be ca

2.6.2.10 Inversion matricielle — Méthode

Comme pour les matrices d’ordre 2, on appelle matrice inverse de la matrice carrée A d’ordre
3, la matrice, si elle existe, notée A1 telle que :

A-AT=A"TA=T
obtenue par la relation suivante :

_ 1 .
A lzdetA.adJA

Disposition pratique : illustration sur un exemple.

Calculons l'inverse de la matrice

a1l a2 a3
A = |a21 az ass

as1 asge ass
3 4 -1

= (2 -1 4 )
1 3 1

Calculons le déterminant, par exemple en développant suivant les éléments de la premiere
ligne :

La matrice est-elle inversible ?

ail Al —Qa12 A2 +ais A3
3.(-13)-2.7+1.15=-38

|Al

Le déterminant de A est non nul, donc A est inversible.

On forme la matrice des mineurs :

A1 A1g Agg -13 -2 7
A1 Aszs Asg 15 14 -11

Ecrivons la matrice inverse :

Al = A -Ajg Az —Asm
Az —Agz Ass

L (18 -7 15
= -—| 2 4 -14

38 7 -5 -11

1 (An —Agg A31)
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SCHEMA :
1. calcul de |A|; si |A| # 0, la matrice est inversible ; dés lors

2. matrice des mineurs

3. matrice inverse

2.6.2.11 Exercices

Exercice n°43

Calculer les inverses des matrices suivantes, si possible :
1 -1 2
2 -2 3
3 3 4
-1 2 5
-2 -5 2
-3 4 3
Pour chacune des matrices suivantes, dire si elle est inversible. Et si elle 'est, calculer son

-2 31 2 2 -1
A=13 6 2 B=|2 -1 2

Exercice n° 44

inverse.

1 21 -1 2 2
1 -3 -1 21 -1
C=(-2 7 2 D=3 1 -2
3 2 3 1 0 1
0O 1 1 1 1 110
-1 0 1 1 -1 2 1 0
E -1 -1 0 1 F= 1 410
-1 -1 -1 0 0 0 0 3

Exercice n° 45

Soient A € ./, (R) et r € N*. Démontrer que si A" = 0,, alors I,, — A est inversible et son
inverse est [, + A + A% +...+ AL, Calculer ainsi 'inverse de la matrice :

1 -1 -1
0 1 -1
0 0 1

) Trouver deux réels a et b tels que A% +aA +bIs = 0y. En déduire que A

Exercice n° 46

. 1
Soit A = (2 4

est inversible et calculer A1, Vérifier ce résultat avec la formule du cours.
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Exercice n° 47

Résoudre les équations suivantes dans .#5(R) :
11 -1 -2
x(o o=(7 3
11 -1 -2
o 33" %)

b ax=bd

Exercice n° 48

Résoudre le systeme d’équations suivant (ses inconnues sont des matrices 2 x 2) :

X + Y = (1 O)

g= 2 1
- 11 1 -1
oo v - )

2.6.2.12 Résolution matricielle d’un systeme de Cramer

Soit le systeme linéaire de trois équations a trois inconnues dans R :

ai1-x1+aig-xg+aiz-x3 = by
ag1-x1+age-Xg+agg-x3 = ba
@31-X1+agx X2 +azz-x3 = bs

de matrice A.

On suppose que det A # 0. Donc le systéeme admet une et une seule solution. On peut regar-
der le systeme comme exprimant ’égalité de deux matrices colonnes, la premiere étant le
produit A - X, le second une matrice B, ou

x1 b1

X=|xo| et B=|bso

x3 b3
a1 aiz aiz) (x1 b1
Cette égalité est agr a9y asg|.|xXg9| = bg
a31 agz assz) \x3 b3

On désigne par A~! l'inverse de A (qui est inversible puisque |A| # 0) et multiplions par
A~1 a gauche les deux membres de ’égalité :

Al AX)=A"1B

Puisque A"1A =T et & cause de I'associativité de la multiplication matricielle, on peut écrire
successivement :

(A71A)X = A°'B
IX = AlB
X = A1B
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Cette égalité de matrices colonnes permet de calculer x1, xo et x3. La résolution du systéeme
de Cramer revient donc au calcul de A~'B.

Méthode :

On écrit le systéme sous la forme A.X = B;on résout en X : X = A71B; on calcule A~! et on
le multiplie par B; de 'égalité A~1.B =X, on tire les valeurs de x1, x9, x3.

Exemple :
-x1 — 2x9 + 3x3 = 18
—2x1 + 2x9 + 3x3 = 36
5xy + 2x9 -— xg = 10

-1 -2 3 X1 18
quisécrit [-2 2 3 |.[x2]|=]36
5 2 -1) \x3 10

Ayant calculé le déterminant du systéeme et la matrice inverse, on trouve :

X1 1 -8 4 -12 18
) = — 13 -14 -3 ].|36
(xs) ‘60(—14 -8 —6) (10)

1 (—120)

= ——1-300

—601 _600

2
= |5
10
D’ou : x1:2,x2:5etx3:10

2.6.2.13 Exercice

Résoudre les systemes :

x1 + 4x9 - X3 = 1
1){ 2¢1 — 3x2 + 2x3 = 21
—x1 + 2x9 + xg = 17
3x1 — x9 + xg = 29
2){ x1 + 3x9 + 30x3 = 6
X1 — X9 + xg = 17

3x1 + bxg — 4x3 = 2

2x1 + 3x9 + 4x3 = 53
3)
4x1 + Txg — 2x3 = 31

2.7 Exercices Complémentaires

1.  Effectuer le produit matriciel

35
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|

Soit A =(a;j)i=1..4 aveca;; =i +jsii # jeta;; =2. Ecrire A.
j=1-3

2
Soit A = (’i lr;zm) ou m est un nombre réel. Pour quelles valeurs de m la matrice A
est-elle singuliere? Ecrire A pour m = -2 et rechercher A~!
m 1 1
Méme questionavec |1 m 1
1 1 m

OndonneA:(_15 3_3x)etB:(_12 0

0 2 0 5
(A+B)?=A%2+2AB+B?

). A quelle condition sur x peut-on écrire

b) si on la multiplie :

Etudier quelle transformation subit la matrice (i d

1
a droite par 0 )

10

N . 1 0
a droite par 0 - 1)

N . -1 0
a droite par 0 - 1)

. droit -1 0
adroite par | o

Calculer les déterminants suivants en les transformant d’abord par substitution, a
une rangée, d'une combinaison linéaire de cette rangée et des rangées paralléles :

a -b 0 a+b b-a b
b a+b ab b+c c-b ¢

a+b a ab c+a a-c a
be 1 a 0 c b
ca 1 b -¢c 0 a
ab 1 ¢ -b —-a O

Si les éléments d’'un déterminant sont des polynémes en x, le déterminant lui-méme
est un polynéme en x. On vérifie si un réel en est une racine comme on le fait pour
les polyndmes.

(a) démontrer que le polynome
x—1 x x+1
P(x)=| x x+1 x-1| a pour racine 0; quel est le degré de ce polynéome?
x+1 x-1 «x
Calculer ses racines.
x—1 x x+2
(b) déterminer m de maniére que le polyndome P(x) = |x+1 «x x—2| soit divi-
x+3 x-1 x—-m
sible par x — 3 ; quel est le degré de ce polynome ? quelles sont ses racines ?

Mes deux voisins, M. Durand et M. Latrace ont le méme abonnement d’électricité.
Deux tarifs sont distingués suivant ’heure de la journée : « heures pleines » et «
heures creuses ». En juin, M. Durand a consommé 1500 kWh en heures pleines et
1000 kWh en heures creuses. Il a dépensé 162,5 euros . Quant a M. Latrace, pour la
méme période, il a payé 153,84 euros pour une consommation en heures pleines de
800 kWh et en heures creuses de 2000 kWh. Retrouvez le prix exact d'un kWh pour
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chaque tarification.

10.  Trois grues effectuent le déchargement d’un navire, chacune avec sa vitesse de trans-
bordement propre. Cette vitesse représente le volume de marchandise déchargée par
unité de temps. Pour vider complétement le navire, il faut 6 jours si elles travaillent
toutes les trois ensemble de facon ininterrompue. Par contre, si seulement la pre-
miére et la deuxiéme fonctionnent, il faudra 12 jours. Enfin si on fait travailler
d’abord la premiere seule pendant 10 jours, le déchargement peut ensuite étre ter-
miné en 2 jours par la premiére et la troisiéeme travaillant ensemble. On demande
le nombre de jours nécessaires a chaque grue pour effectuer le déchargement toute
seule.

Solution : Il faudra 12/5 de jours a la premiére grue pour décharger seule le navire,
72 jours a la deuxiéme et 12 jours a la troisieéme.
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