6% math 6h Introduction a U'approximation affine d’une fonction 19 novembre 2024

Lobjectif d'une approximation affine est de simplifier 'étude locale des fonctions en remplacant une fonction
donnée par une approximation plus simple : une droite. Cette méthode repose sur I'idée que, dans un voisi-
nage tres restreint d'un point donné, une fonction dérivable peut étre approchée par une fonction du premier
degré.

Intuition géométrique

Lidée intuitive derriere cette approximation est qu’en "zoomant" suffisamment sur le graphe de f autour du
point a, la courbe devient pratiquement identique a une droite, celle de sa tangente. Cette propriété permet
de simplifier des problémes non linéaires complexes en les ramenant a des problémes linéaires plus faciles a
analyser.

Tangente et approximation du premier degré

Pour une fonction f, dérivable en un réel a, 'approxi-
mation affine est donnée par la tangente au graphe
de f au point (a, f(a)). Cette tangente représente une

droite dont I’équation peut s’écrire sous la forme : y y=fx)

/ y=Lx)
Lx)=f(a)+ f (@) (x—a),

ou: f(a)
— f(a) estlavaleur de la fonction au point a,

— f'(a) estla dérivée de f en a, qui correspond a la
pente de la tangente.

X
Applications pratiques
Lapproximation affine est largement utilisée :
— Pour estimer des valeurs d'une fonction lorsque les calculs exacts sont difficiles.
— Dans le développement de Taylor, ou elle représente le premier ordre de 'approximation.
Développement théorique
Proposition 1 Soit f une fonction définie sur I et dérivableen ac I.
— Il existe une fonction ¢ telle que pour tout réel h aveca+ hel:
fla+h)y=f@+h-f'(a)+h-@h) et }lin(l)(p(h) =0
— Lafonctionh— f(a)+ h- f'(a) est une approximation affine de f pour h proche de 0.
Preuve 1 — Pour h #0, on pose
(a+h)-f(a)
ity =L@
[ étant dérivable en a, nous allons démontrer que lorsque h tend vers 0, la fonction ¢(h) tend également
versQ :

fla+h)— f(a) B
h

=f(@-f(a

=0

lim (h) = li lim f'
i P =0, @

De plus, h-@(h) = f(a+h)— f(a) + hf'(a) soit

fla+h)=f(a)+hf (a)+h-@(h)
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— Nous pouvons faire une approximation de f par une fonction du premier degré en h. Pour ce faire, référons-
nous a Uillustration ci-dessus.

fla+h)
fl@+f(@xh

fl@

Pour des valeurs h proches de 0 :

fla+h=f@+f (a)-h
{ Exemple: Calculons une valeur approchée de (2, 03)3 sans utiliser notre calculatrice.

2,03 = (2+0,03)°
= 2340,03.3.22
= 8+0,03.12
= 8,36

Vérifier cette approximation en utilisant une calculatrice

$ Exemple: Déterminer une approximation affine de f(x) = v/x au voisinage de 1, et donner une

valeur approchée de /1,002 et de v/0,998.
Auvoisinage de 1,ona f(+h) =~ f(1)+h- /(1) = 1+0,5- h.

— Pour /1,002, ona h =0,002, d’ou1 /1,002 = 1+0,5x 0,002 = 1,001.
— Pour /0,998, ona h=-0,002, d'ol1 /0,998 = 1 - 0,5 x 0,002 = 0,999.

Exercices

I Soit la fonction f(x) = x?
(a) Analyse:
i. Indiquer I'expression analytique de f(a + h) puis développer celle-ci
ii. Rechercher'approximation affine de f(a+ h)
iii. Comparer les points précédents et indiquer I'erreur commise
iv. Comment choisir k pour que la précision de cette approximation affine soit de 1076
(b) Application numérique : quelle est 'approximation affine de (0,9999)? et quelle est I'erreur com-
mise?
(a) Montrer avec la définition, que la fonction f définie sur R\{2} par : f(x) = ﬁ, est dérivable pour

tout x € R\{2}; déterminer f’(x).

(b) Calculer sans calculatrice une valeur approchée de (penser a une approximation affine).

2,0002
Calcule la valeur approchée des valeurs suivantes par approximation affine.

(1,002 /26,9 /15,98 /48,9997
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