6°me math 6h Nombres complexes — Forme trigonométrique — Formule de de Moivre 18 septembre 2024

Pour tout z € C, on a deux formes :
— forme algébrique: z=a+ bi
— forme trigonométrique : z = |z|cis avec |z| = Va? + b? et tan6 = % (faire un schémal)
— notation : cisf = cosf + i sinf
— etaussi:cis(0) =1 et cis(90°) = i
Propriétés : Pour tout réel 6 et ', et pour tout entier n€ Z, ona:
1. cis(0)-cis(@") = cis(@ +0")
cis(@) _ .. i
2. m = ClS(Q—G )
3. cis(@) = cis(—0)

Formules de Moivre

La formule de de Moivre permet de calculer facilement la puissance n-iéme d’'un nombre complexe
en utilisant la formule :
cis(0)" =cis(nf) VneN

c’est-a-dire : (cos(@) + i sin(0))" = cos(nf) + i sin(nO)

Trigonométrie : formules de duplication

On peut retrouver les formules bien connues sin(2x) = 2sin(x) - cos(x) et cos(2x) = cos?(x) — sin?(x)
de la manieére suivante :

(cisx)> =cis2x (de Moivre) <= (cosx+ isinx)? =cos2x+isin2x

— (cos2 x —sin® X)+ (2sinxcosx)i =cos2x+isin2x

2 2

{cost =cCos“x—sin“x

sin2x =2sinxcosx

Exercices

Il Ecrire z sous sa forme trigonométrique |z| - cisf. On impose le radian comme unité de mesure
d’angle.

(@ z=-5

Solution: le module: |z|=|-5| =5,

0

I'argument : arctan(_—s) = 0 et I'image de z est a l'intersection du deuxieme et troisieme

quadrant = 6 = ou 180°
d'otz=5-cismt ouz=5-cis(180°)
b) z=i

3-i2.i=—i=cis3Z oucis —% (faire un schéma)

Solution: i 5

(© z=1+i-tan(p) avec fe|-5;5[

Solution: z=1+i-tan(ﬁ):1+i-z$g = Colsﬁ (cosf+i-sinf) = Colsﬁ-cisﬁ

1
cosf3

on note que >0carfe|-%

I.n
2’2

1

donc: |z| = cosp

etarg(z) = mod2n
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1-vV3i* (-v3-31)°
Soitzz( V3L (-V3-3i) . Ecrire z sous forme algébrique a + b i.

(-V2+v21)8

Solution: 1 - v/3iestdansle 4eme quad. :

r1=112+(/32=V1+3=2et0; =arg(l-v31) :arctan(%g) =-Z

En élevant a la puissance 4 : (1 — /3 1)* = 2*cis(4 x (—7/3)) = 16cis(27/3) ou 16cis 120°

de méme : —v/3—-31i=2v3cis(—27/3) (attention : —v/3 — 3 i est dans le 3eme quad.!!!)
et (—v/3—31)° =288v/3cis(5 x (—27/3)) = 288v/3cis(27/3)

pour le dénominateur : —v/2 + v/2 i est dans le 2eme quadrant et on a

(V2 +V21)8 = (2cis(37/4))® = 256 cis(27) = 256

réponse finale :

,_16x 288v/3cis (271/3 +27/3)

=18v/3cis(@n/3)

256
- 18\/§(—1/2—\/§/21)
=-9v3-27i

Déterminer la forme algébrique des nombres complexes suivants :
20
1+iv3 (1 +1)2000
- 3.z3=——m——.
1-i (i— /3)1000

l.z;=2+20)% 2.2,= (
Solution:
1. Pour z; = (2+21), on utilise la forme trigonométrique.

Ona2+2i=2v2cis(/4), donc
21 = (2v/2cis (2))° = 2623 cis (6- %) = 29 - cis (32) =29 (i) = -512-i.

20
1+iv3 : L .
2. Pour zp = ( . ) , on calcule d’abord la forme trigonométrique du numérateur et du
—-i
dénominateur.
Ona:
1,:V3
s 23HE) cis(r/3) _ c(Im
i va[Z-i2) = V2 cis(—/4) V2-cis(f3).
2 2
Donc,

20
Zp = (ﬁcis(%)) =21%cis (1497)
=2"%is (237)

_0l0.:. (5
=2"cis (F)
=291 -iv3)

=512-512-i-V3

1+ i) 2000

(i— \/5)1000
(1 +1)2000 = 21000ig (2000 - 77/4) = 219%0¢is (500 - 77) = 21000

3. Pour z3 = , on utilise également la forme trigonométrique. On a:
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car cis(500) revient a une rotation complete de multiples de 27, ce qui est équivalent a 1.

De méme,
(i— v/3)1000 = 21000¢i5 (1000 - 3Z) = 219%0cis (5000 ).

Donc,
21000

z3 = cis (—5000- F) = cis (&) :—%+‘/T§i

~ 21000¢ig (5000 Z)

1+iv3 s
1-iv3

E1 Calcule le module et I'argument du nombre complexe (

Solution:

1+iv3)’ ((1+iv3)° ’
1-iv3 4

(1+iv3)°

64
~ 28¢is®%
64
=cis(2m)
=1

H Calculer . La réponse sera indiquée sous forme algébrique.

1+i-v3)"
2

. =\343
Solution: (_1%@) = (cis %”)343 = cis(343- %”) = cis(%”) =—-1+iVv3
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