6°m¢ math 6h Calcul des limites des fonctions cyclométriques - Regle de I'Hospital 03 décembre 2024

Laregle de ’'Hospital :

— La regle de ’'Hospital est un outil puissant pour calculer certaines limites indéterminées. Elle s’applique

dans le contexte ou on considere deux fonctions dérivables f et g en un point xy ou a 'infini, et ot le

tf() 0 too

quotien est sous forme indéterminée s o ou 5 Foo"

— Principe de la regle de 'Hospital :
Si g Eg admet une limite finie ¢ lorsque x — xo ou x — +oo, alors L EXJ tend également vers .

— Hypotheses requises :
1. Les fonctions f et g s'annulent en xj (ou tendent vers +oo dans les cas infinis).
2. La dérivée g’ ne s’annule pas autour de xy (ou pour des valeurs suffisamment grandes de x si on
tend vers +00).

— Conclusion : la régle de I'Hospital permet de lever I'indétermination en remplacant le calcul de

fx JMe)
leHxI —g( 7 par celui de hm ek
foo

Cette regle est aussi valide pour les hmltes al'infini dans les cas de forme indéterminée =>.

Méthode par I'exemple :

1. lim arctan(x)+ &csin@

x—+00 x

Cette limite n’existe pas (ne peut étre calculée) car dom f =[—1;1]\ {0}

Conclusion : il faut toujours rechercher le domaine d’existence de la fonction avant de calculer sa limite.
2. lim x-arctan (£

x—0 ( x )

(a) on peut calculer cette limite car dom f =Ry

(b) adroitedeO: )}il{)l+ x-arctan (%) = (xllﬁl’{)a x) . (xlilg arctan (%)) =0-(3)=0

(c) agauchedeO: 111%)1 X arctan( )= ( li%l x) ( lim arctan( )) =0-(-%)=0
X— x—0" x—0
Les limites directionnelles sont identiques, on peut donc écrire : liH(l) x-arctan(Z) =0
x—
Conclusion : étant donné I'absence de formes indéterminées, il est interdit d’appliquer la regle de 'Hos-
pital.
Remarque: le graphe de f admet un point creux en (0, 0)

. /4
3. lim x-arctan(%)

(@ lim x-arctan (%) :( lim x)( lim arctan(%)) = (+00) - (0) est une forme indéterminée.
X—+00 X—+00 X—+00

Conclusion : on peut appliquer la régle de 'Hospital!

(b) Pour appliquer la regle de I'Hospital a un produit de deux fonctions, il est souvent nécessaire de le
transformer en un quotient. Il faut écrire 'une des fonctions sous forme d’inverse, c’est-a-dire

que f(x)- g(x) devient @ ou @.
g Foo
. _arctan( % n " (arctan ( %))' . TTx2
lim x-arctan(Z)= lim = lim ———> = lim =
X=+00 x=to0  1/x T x—+oo  (1/x) x=+00 x2 + 712

Remarque : le graphe de f admet une asymptote horizontale a droite d’équation y = &

Rappelons-nous toujours de vérifier les conditions d’'application de la regle de I'Hospital et de ne pas l'utiliser
mécaniquement. Bonne pratique!

Exercices

H Calculer les limites suivantes (éventuellement en utilisant la régle de 'Hospital)

() iim arcsin(2x —1) (e) IL 1 ﬁg&m
-3
(b) lim arccos(l - x) (f) lim x(3 - arctan(x))
=T ( ) lim arcsin(x)—2x
(© lin01 arctan (1) 8 M i
x—0~ .
) 2x—arcsinx
(d) lim %n(x) (h) )lcl_,o 2arctan x—x
x—0
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Solution:

(a) lim arcsin(2x—1) @ arcsin [2- %

x~§

- 1) =arcsin0=0 ((x) il faut d’abord évaluer la fonction)

(b) lim arccos(l — x) n'existe pas car —% ¢ dom f =[0; 2] (et n"adhére pas au domaine non plus!)
X==3

(© lim arctan (1) = [arctan ()] = [arctan (—o0)] = —%

arcsin(x) arcsin(0) 0lu.. (arcsin(x))’ . 1 1
(d) lim = =|—=|=Ilim =lim = =1
x—0 X x—0 x/ x—0 /1= 2 1-0
. 3x 0]u.. 3 3 3
(e) im ———— = |- | =1lim — ===
x—0 arctan(2x) 0 x—0 T oo 2
(f) lim x(7-arctan(x)) = [(+o0)-(5 - -)]1_ [(+00)-0] < FI
I _arctan(x) [0 -——= x2 x?
= lim 2" |21 E m 2 _ gim = lim = =1
X—+00 1 0 X—+00 _LZ x—+00 1+ x2 x—+oo x2
X X
. arcsin(x) — arcsin(0) — 0 0
(g) lim — — =|=
x—0 sin”(x) sin”(0) 0
L__>
H V1-x2
im —————
x—0 3sin“(x)cos(x)
1 __
= + cos(0)=1;sin?x=0
3sin“(0) cos(0)
— _1 —
= 0—+ = —00
2x—arcsinx
(h) Je calcule lim ~——————— = 3=0 = 0 = IND.

x—02arctanx — x

Pour lever I'indétermination, je vais utiliser la regle de 'Hospital. Je dérive le numérateur et le déno-
minateur :

-1.

: I _o_ I _
(2x —arcsinx)’ =2 Fet (2arctanx—x) =2 x 1+x2

2- 1 o1
. 1-x2 V102
Je calcule alors lim Viea? 120
—02x —L_ 1 2x—

1+x2 140

co- 1

2x— arcsinx

Conclusion : lim ———

x—02arctanx—x
arcsin(x) —
Ondonne f:R—R; x»—»n—
35— arccos(x)

Rechercher le domaine de définition de f puis calculer lin(l) f(x). Comment se comporte le graphe de f au
X—
voisinage de 0?
Solution: CE: -1<x<1let % —arccos(x) # 0 < arccos(x) # % — x#0
dom f =[-1; 1]\ {0}

arcsm(O) ] [___ [ ]

> — arccos(O)

}Ciil[l) ‘/ﬁ—zl—hml 2V1-x2=1-2V1-0=-1
0-(-7=)
Comment se comporte le graphe de f au voisinage de 0? Le graphe de posseéde un point creuxen (0; —1)
Calculer les limites suivantes en utilisant au besoin la regle de 'Hospital :

. arcsin(x) —
lim — =
=0 5 - arccos(x)

Iz

@ 1 7T — arccos x
a) lim ————
==l yx+1
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Solution:

1 1
. T—arccosXx "o’ .. vVieZ .. Jiodto .. 2 2
hm1 ? ;0 hm1 @ = hm1 w = hm1 = 7 =
X—— X—— X—— X—— /1 _
*+1 2vx+1 2vx+1 1-x 2

(b) lirr(l) cot(3x) -arcsin(2x)
Xﬁ

Solution:

2

arcsin(2x) oj" V-ax? 2

llmcot(3x) arcsin(2x) = lim # L iml—4’62 =-
—0 x—0 tan(3x) H x—03(1+tan?(3x)) 3

E1 Rechercher les équations cartésiennes des asymptotes éventuelles au graphe de la fonction suivante :
2 1
f:R—R; x— x“arctan | ——
1+x

Solution: dom f =R\ {-1}

Jim x 2arctan (11 ) = (+00) - (0) FI

i a2 = i, "
5 m (arctan(l1 ))/
Koo (xz)

= Hm 2((1+x)2+1) =+oo

méme résultat pour lim x?arctan ( 141 x) —oo = iln'y a donc pas d’asymptote horizontale!
—0o0

on doit vérifier la présence d’'une asymptote oblique : (formules de Cauchy)

m= lim @_ lim xarctan(lix) (+00) - (0%) FI
—T00

1 .
m= lim xarctan(——)= lim
X—+00 (1 x)

= xl_l,rPoo A 02+l

méme résultat pour lim % =1
X——00
—0
—_—
_ _ 2 1 _ 2 1 1) _
p= xliglmf(x) —mx= xlirillmx arctan(m) —x= xlililm X (arctan(m) - }) = (+00) (0) FI
—+00

p X—xo00 é X— 400 (#)/
=-1

Le graphe de f admet une asymptote oblique d’équation y = x -1

Il reste a vérifier la présence d'une AH ou d'un point creux en x =0
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limite a gauche :

lim x*arctan (1) = (1) (arctan (& ))

x—-1-

= (1) (arctan (~o0)) = %
limite a droite :

lim1+ x*arctan (1) = (1) (arctan (&)
i

= (1) (arctan (+00)) = +5

Conclusion : Le graphe de la fonction admet deux demi-points creux en (-1~,—7/2) et (—1%,7/2).

H Rechercher le domaine d’existence de la fonction

1
f (x) = arccos (ﬁ)

Le graphe de cette fonction possede-t-elle une ou plusieurs asymptotes? Justifier par calcul de limite (no-
tation précise exigée!)

Solution: CE: —1< -5 <1 < x€]-00;0] U[2;+00]

rem: f(0) = arccos(—1) = m et f(2) = arccos(1) =0 : pas de limite a calculer ni en 0, ni en 2.

. 1) _ -_x
Jim _arccos (7) =arccos0” = 7

: 1) _ +_ T
Jim_arccos (77) = arccos0 = 7

Conclusion : le graphe de la fonction admet une AH (identique a droite et a gauche) d’équation y = 7

[ Calculs de limites supplémentaires

. 1 1
(@ limy_g|——————
x arctan(x)
Solution:
iml(l-—1 )= (co—-00) = lim &ctanx-x _ 0
}CIE,I(I)(x arctan(x)) = (00o—00) = )ICIE(I] x arctan(x) ~— 0
1 —
H 1+x2
- X
x—0 arctan(x)+ T4 .2
2
=lim ——%
- ,lcli% (1+x?) arctan(x)+x
ERH —2x _
- )1611% 2x-arctan(x)+1+1 ~— 0
. arccos(l —x)
(b) lim,_gr ———
Vx
Solution: lim,_ -+ M\/g_” =L =+00 (= AV4=x=0)
. arcsin x2
(© limyg——
(arcsin x)
3 2 . i 2 H . 1—x2 0
1 « i arcsin x _ Q llm arcs%nx = X X -0
Solution: lim,_. Tarosinag? = 0 FI M o resina? = A e ViesT — 0
. ! 2x =1
1. (arcsinx?) = 22—
( R ——
: 2\/ _ 2arcsin(x) — 1 x 1 Vi-x
2. ((aresin)%) = =755 W0 arcsinea 1 Vis.
H ;. .
= lim % =limV1-x2=1
x—0 x—0
1-x?
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