62me Math 6h Exponentielle népérienne (naturelle) Jjanvier 2025

Objectif : Equations - Limites - Technique de dérivation - Etude de fonction - Tangente - Opti-
misation

Exercices

Hl Calculer la valeur exacte des limites suivantes par le biais de la définition du nombre d’Euler.
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Rem : (#) xEer(l+%)1:1

Définir le nombre d’Euler et donner sa valeur approchée au millieme pres.
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Solution: e= lim (1+ %)n oubiene=lim (1 +h)# ete~2,718
n=—+oo h—0

Résoudre dans R :
a) e-exp(2x)=exp(x+2)+exp(x)-—

b) exp(2x)=exp(x+1)+exp(x) -
e?+1

c) e'+e =
e

Solution:

a) e-e=e*?tef-e = e-e**

1
—(e*+1)-e*+e=0 (:)ezx—(e+— e¥+1=0
e

Onpose y=e*: y* —

1
+—-|y+1=0
e) Y
. 1 . .
Somme des racines = e + — et Produit des racines = 1
e

1 1
Les racines sont — et e, par conséquent e* = — et e* = e. On trouve S={-1; 1}.
e e

b) e =e""ltef—e = e —(e+1)ef+e=0
Onpose y=e*:y>—(e+1)y+e=0
Somme des racines = e + 1 et Produit des racines = e

Les racines sont 1 et e, par conséquent e* = 1 et e* = e. On trouve S={0; 1}.
c) laissé aulecteur

E1 Rechercher le domaine de définition de f(x) =

e*—1
Solution: laissé au lecteur
e . . .
H Calculer lim — - Interpréter graphiquement le résultat.
X——00 X

X +

Solution: hm 2 T 0 (pasdeformeindéterminée) etle graphe de f admet une asymp-
——00 X 00
tote horizontale a gauche d’équation y =0

[@ Calculez les dérivées des fonctions définies par les expressions suivantes :

— aX 2 1 ex + 1 . _ X2 1
@ f(x)=e*+x°+ @ fW=_— 0 fG) =9+
(b) f(x)=— _3x+1-e* () f(x)=e*t!
. 0 fx)= e~ ® fx)= e¢0s(x)
(¢ flx)= bl (@ flx)= x3-e % 0 flx)= e5x3+7x+4
X 2aX e2x _
(d) f(x)=e" sin(x) (h) fx) = 1 (m) f(x)=
Solution:

(a) f(x)—ex+x2+1etf’(x):ex+2x
(b) f(x)= —etf’(x)

e‘(x-1
© fw== et fix = %
d fx)= s1n(x) et f'(x) = e*(sin(x) + cos(x))
— * + ]' ! —
€ f)=Z—getf (= o 1?2
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(f) f(x)= m% et f'(x) = 3_(3’e+1)e
(@ fx)=x3-eFet f'(x)=x’e*(3-x)
x*e* , xe¥(x+2)
h) fx)= i1 et f'(x) = T
@ flx)=(e9*+ eix et f'(x) =2e** —e ™~

(]) f(x) — e4x+1 et f/(x) — 4e4x+1
K f(x)=eW et f/(x) = —eMsin(x)
O) fx) = €S+ ot f/(x) = (15x% +7)ed* T77H

2x _ 2x _
f(x)ze 1 e"2x-1)+1

(m) et f'(x) = =z

seule bonne réponse par question).

(a) Soient a et b deux nombres réels tels que 0 < a < b, alors :

1 1 _1 1 b
0 —<— Mea<e?d 0 -e“<-e
e? eb
e3a x e—5b
(b) Soient a et b deux nombres réels, b2 estégala:
3
Za 1
O — O —(e“+e3Y) [ —
eib e3b xe-a
.. . 1
(c) Lalimite quand x tend vers —oo de la fonction x — — est:
xe
oo B —oo O +oc0
1
(d) Ladérivée de la fonction x — ~e3% définie sur R* est:
X
6x%+1 2 1 ..
m e ( O 6e3¥ 0 ——e3¥
x2 X
. . —2e*
(e) Lafonction définie sur [0; +oo| par x — Txl est:
X

O strictement décroissante sur [0; +o0o[
O strictement croissante sur [0; +oo|

2
B strictement croissante sur |0; 5

et strictement décroissante sur

3 _x
(f) Lafonction h:x+— —Ee_i est solution de I'’équation différentielle

! 1 ! 3 /
ly+5y=0 Dy:—éy Oy=y
E] Vrai ou faux? Justifier.
v e’e 3 -
N
3x 52x2 edx
(b) F Pour toutréel x, —— s T
— (3e%) 9
() F Pourtoutréel x, 2e* —e *)% - (e* +e ¥)2 =3e2* -2
2X X
e*t+e'+1
(d) _V Lafonction f définie sur R par f(x) = —; 1 est paire
— e
1 1
(e) _F Soient aet b deuxréels tels que a < b, alors \/ — >/ —
r N -

—;t0oo
3

Compléter chacune des affirmations suivantes par 'une des trois propositions fournies (une
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(f) 'V Soit a un nombre réel tel que 1 < a et n un entier naturel,

1
alors ()" = —
e—ﬂ

(& F Lunique solution de I'équation e?*—(e+1)e*+e=0est0

1
(h)y V lim =

(i F lim =—00
x—+oo xe ¥ —x
2x _
) F lime— =0
J x—0 2x
. L )
k V lim (exz—l)xx =1
X——00

1
() V [ estdéfinie sur R* par: f(x) = e 4 e%, alors f'(x) = 4xe** — ?e%

X

(m) F g estdéfinie sur R par g(x) = , alors g'(x) =

e*+2 e'+2
El QCM Choix multiples, réponses multiples
note: pourtout xeRet y>0:y=e* < x=In(y)
B e* =7 apour unique solution x =In7
B e’* +1 < 0n'apas de solution.
B e "2 =e?>* ! apour unique solution x = 1
O e®* —5e* +6 =0 a pour ensemble solution S = {0;1n6}

—1+In2.
gz, oo

Hel> é a pour ensemble solution S =
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QCM Choix multiples, réponses multiples
B lim el™*=0
X—+00
B lim 3x-e*=0
X—+00

. ek
O lim es—l =400
x—0 9%

: e*-3 _
. xLHPOO e*+1 =1

O lim (e *+x)=0
X——00

Soit f définie sur R par f(x) = x-e** -1
O fest dérivable surRet f'(x) = (x+ 1)e?*
B fest croissante sur [—;+oo|
B lim f(x)=+oc0
X—+00
O lim f(x)=-oo
X——00

O I'équation f(x) = —1 admet une solution unique dans R.

QCM Choix multiples, réponses multiples
O f:x— x-e* définie sur R est dérivable sur cet intervalle et f’(x) = e*.
B f:x— e* *! définie sur R est dérivable sur cet intervalle et f’(x) = 2x - e~
mf:x— e+l définie dans R\ {0} est dérivable sur les intervalles | — oo;0[ et ]0; +oo[ et

exz—lx
! _ e
f (x) - (ex_l)Z
N 2% A4 . o] / — 1
O f:x— V1+e=* définie sur R est dérivable sur R et f'(x) PWievez:
) ) e’ +er+1 L ) )
La fonction f définie sur R par f(x) = — ) est-elle paire, impaire ou quelconque? Justifie.
e
Soluti Flen) e re*+1
olution: f(-x)= ——
e 2 +1
2x

e +e*+1 e
e2¥+1 e
e—2x+2x + e—x+2x + er

e—2x+2x 4 p2x
1+e* +e?*
Tre
= f(x)
La fonction est donc paire (et son graphe admet 'axe des ordonnées comme axe de symétrie
orthogonale).

Soit f(x) = e** —3e* + x + 2. Détermine I'équation cartésienne de la tangente T a la courbe € rau
point d’abscisse —1.

Solution: f’'(x)=2e**—3e*+1; f'(-1)=2e2-3e ' +1; f(-1)=e>-3e 1 +1
T=y=(2¢e?-3e ' +1)x+3e *—6e ' +2

Rechercher I'équation cartésienne de la tangente au graphe de la fonction

- x2 . ) . _ 2+
(@) f(x) =e* au point d’abscisse —1 b) f(x):x X

eX

au point d’abscisse 3.
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Solution: Voir cours

Etudier les variations de la fonction f(x) = x*-e*. En déduire la position d’extremums éventuels.
Vérifier finalement par calcul la présence d’'une asymptote horizontale a gauche et donner son
équation.

Solution: laissé au lecteur
Soit f la fonction définie sur R par f(x) =e*—x
(a) Etudier les variations de f-
(b) En déduire que, pour tout réel x, e* > x
Solution: Voir cours
Déterminer le tableau de variation de la fonction f définie sur R par f(x) = x?-e*. En déduire la
position d’extremums éventuels.
Solution: Voir cours

Ftudier la concavité de la fonction [fIR-R; x— x%. exp (—2x) puis rechercher ’équation car-
tésienne de la tangente aux points d’inflexions éventuelles.

Solution:
fl(x) = (xze_zx)' =2e > x—2e 2"x? = (2x—2x*) e
') = (x%e2)" = (2x-2x%e ) = (2—8x+4x?)e %

f'x)=0 < x= —2+2‘/§, x= —2_2‘/5

x —_—
fx) | + 0 -
fx) |u| I Nl I u

2—V2 2+V2
2
0

7e—2+ﬂ _ 5\/§e_2+‘/§
2

Tangentea Ggenl; : y= (\/5— 1) eV2 2y 4

. 7e72"V2 1 5,/2¢72"V2

Tangentea Grenlp: y=— (1 + \/Z) e 272y

2
) X+x
E Soit f:R—R; x— -
e
. by X =3x T o o
Vérifie que f"(x) = —— puis rechercher I'équation cartésienne des tangentes aux points d'in-
e

flexion.

Solution: laissé au lecteur

On considere la fonction f définie sur ]0; +oo[ par f(x) =2x+ 1+

ex —
On note € sa courbe représentative dans un repere orthogonal (unités : 2 cm sur I'axe des abs-
cisses, 1 cm sur ’axe des ordonnées).

a) Déterminer lalimite de f quand x tend vers 0, x réel positif.
En déduire que ¥ possede une asymptote dont on précisera I’équation.
b) Déterminer la limite de f en +oo.
Montrer que la droite D d’équation y = 2x + 1 est asymptote a 6.
Etudier la position de % par rapport a la droite D.
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¢) Etudier les variations de f- Rechercher les coordonnées des points extrémums locaux éven-
tuels.

Solution: laissé au lecteur

Etudier la parité et la concavité de la fonction f: R — R ; x — —2x-exp (—xz) puis rechercher
I’équation cartésienne de la tangente aux points d’inflexions éventuelles.

Solution: f(-x) = —2(-x)-exp(—(-x)?) = 2x-exp(—x?) = —f(x) = fonction impaire, son
graphe admet I'origine des axes pour axe de symétrie centrale.

f'o = (—2 (e_x2 —2e_x2x2)), =-2 (—6e‘x2x+4e_x2x3)

dot f"(x) = ( 6x+4x3)=-2-x-€ = (—6+4xz)=4~x~e_"2 (3-2x%)

f"(x)=0 < x=0,x=- \/7 \/7

le tableau des signes de f”' est laissé au lecteur.

3 4 6
Tangente en x = — 2 h=y=—x —3 3
e2 e:2
Tangenteen x =0 T, = -2x
3 4
Tangente en x = 3 Ii=y=—x — 3
e2 e:2

On considere la fonction f définie sur R par f(x) = (x* +1)-e*

(a) Montrer que cette fonction possede deux points d’inflexion. Je dois voir un tableau de signes.

Solution: f'(x) =2xe*+e(x*+1)=(x+1)%*e*
") = ((x+1)%e*) = (3 +4x+x%)e”

34+4x+x2=0 = x=-3,x=-1

X —00 -3 -1 +00
f" + 0 - 0 +

(b) Recherche I'équation cartésienne de la tangente a Gy au point d’abscisse —3.
Solution:

10 4
Tangente au point | —3; — | et de pente m = —
g p ( &3 ) p &3

10 4 10 4
TEy—gze—s(x-kS) rem:;:0,498 et e—320,199

4 22 22
oubien T = y— x+— rem:—3:1,095
e

Soit f la fonction numérique définie pour tout nombre réel x par f(x) =2+ (2 — x) e,
On désigne par €6 sa courbe représentative dans un repere cartésien.

(a) Déterminer la limite de f en +oo.

Page 7 de 9



Solution: Voir cours
(b) i. Déterminer lalimite de f en —oco (on pourra poser X = 2x).

Solution: Voir cours
ii. En déduire que la courbe € admet une asymptote A dont on donnera une équation.

Solution: Voir cours
iii. Etudier les positions relatives de € et A.

Solution: Voir cours
(c) i. Montrer que, pour tout nombre réel x, f'(x) = (3 —2x) e** ou f’ désigne la fonction
dérivée de f.
Solution: Voir cours
ii. Dresser le tableau de variation de f sur R

Solution: Voir cours
(d) i. Donner une équation de la tangente T a 7 au point d’abscisse 0.

Solution: Voir cours
ii. Tracer A, T, puis 6.

Solution: Voir cours
Considérons la fonction f définie par
f) = (x+1)-ex
(a) Déterminez le domaine de définition et étudiez I’existence de point creux ou d’asymptotes
(AV, AH, AO).

Solution: dom f =R\ {—1}
a) pointcreux/AV: lim1 fx)
e

1 1 1
G. lim1 (x+1)-ex1 =0-e0" D. lim1 (x+1)-ex+1 =0-(+00)
x—-=1- x——1%
=0-e® =0 . et
Point creux a gauche en (-1,0). = XEIPF 1
x+1
1 1
H .. "z €
= li
x——1* 1
(x+1)2

AVg=x=-1

b) lirP f(x) = (£00) -1 = +o0 pas d’AH a gauche/a droite
X— 00
¢) Existe-t-il une AO a gauche? a droite?

lim %= lim (). lim (eTil)=1-1=1
X—+o00 X— oo X— o0

lim f(x)—x= lim (x+1)-e# —x
X—*o00 xX—+00
= lim (x+1)-e# — lim x=—oco+(+00) (FI)
X— oo X—+00

1 . 1
= lim x-(ex+1—1)+ lim ex
X—xo00 X—+00

~ /. J

~- ~-
+oox0 —1

1
ex1 —1
lim f(x)-x=| lim f) +1
X—+o0 X—+o0 =
X

@

Iz

ek
. 1)?
lim (xt) +1
X—Fo0 P

x2 }

2
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(b) Déterminez la dérivée de f et dressez le tableau de variation.

!/
Solution: f'(x) = (x+1)’ er + (eﬁ) x+D)=...=37 e
X —00 -1 0 +00
f’ + - 0 +
0| too +00
f . / \ . /

Le graphe de la fonction admet un minimum en (0 ; e)

(%) En utilisant I'égalité xlirP (1 + %)x = e, déterminez le réel a pour que
—+00

3 X \2x
L=1m(1+2x)x+a- lim (—) =0
x—0* x—+oo\x +1

. . E 3x . 2% _ . 2
Solution: lim (1+2x)% = lim (1+2) et lim (J7)7 = lim ()7
X2t ;. 61 T x+1 —2x
=l (1+5) =)
6 T 1\—2x
= (lim_(1+%)") = lim (1+7)
t—+o00 _
:e6 =€

L=0<e’+a-e?=0 < a=-¢€°

(%) Soit fi(x) = x+ m-e™* (avec m parametre réel non nul) et soit C £ SQ courbe représentative
dans un repere orthonormé.

(a) Déterminer le domaine de définition de f;;, et étudier le comportement asymptotique de
fm-
Solution:

(b) Calculer la dérivée premiere de f;, et ses racines éventuelles. Discuter, en fonction de m, les
variations de f;,
Solution:

(c) Montrer qu’a chaque courbe Cy,, on peut tracer une tangente #,, passant par I'origine du
repere. Déterminer les coordonnées du point de contact ainsi qu'une équation de t,.

Solution:
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