4 Le plan et la droite dans 1’espace

Dans un repére de l'espace, on consideére
un point A(a;;as;az) et deux vecteurs

Uy (%1
non colinéaires € = | us | et = | vy
Us U3

On appelle 7 le plan passant par le point A
et de vecteurs directeurs u et v.

Equation paramétrique du plan

Pour tout point P(x;y;z2) de l'espace, les conditions suivantes sont équiva-
lentes :

1) Le point P appartient au plan .
2) Les vecteurs ﬁ, i et U sont coplanaires.

3) I existe A, u € R tels que AP = AU+ p,

T — a AU [
cest-a-dire | y—as | = | Aug | + | poeo
Z — as Aus K3
r=a; + Au; + pvy
4) Yy=as + Aus + pvy , \ueR

z=as + Aug + [v3

Cette formule constitue I’équation paramétrique du plan 7.

Equation cartésienne du plan

Pour tout point P(x;y;z) de l'espace, les conditions suivantes sont équiva-
lentes :

1) Le point P appartient au plan .

2) Les vecteurs ﬁ, i et U sont coplanaires.

r—a Up Y

3) |y—as us vy | =0.
Z— a3 U3 U3

4) AVeCCLIUQ’Ug—Ug’UQ,bIU3’U1—U1’U3,C:ulvg—UQvlet
d= —a (U2U3 —U3U2> — Q9 (U3U1 —ul’U3) — as (Ul’UQ —UQU1> .

ar+by+cz+d=0

Cette expression s’appelle I’équation cartésienne du plan 7.
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Equation cartésienne du plan sous forme normale

Dans un repére orthonormé de l'espace, considérons un plan 7 défini par un
a

point A(aq;as;as) et un vecteur normal 7 = | b
c

Pour tout point P(z;y;z) de l'espace, les conditions suivantes sont équiva-
lentes :

1) Le point P appartient au plan 7.

2) ii L AP
. a T — a
3)0=m-AP=[b]| -|y—a | =a(x—a)+b(y—as)+c(z—a3)
c z—az

4) axr+by+cz+d=0avecd=—aja—asb—aszc

Rappel : siu et v'sont deux vecteurs directeurs d’un plan, le produit vectoriel
U2 V3 — U3 V2

U X U= | uzvy —uyvs | fournit un vecteur orthogonal aux vecteurs o et .
UL Vg — U2V

Trouver une équation paramétrique et une équation cartésienne du plan :

0
1) qui passe par A(1;—2;3) et admet pour vecteurs directeurs @ = | —2
2
)
etv=1 8 |;
-3
2) qui passe par A(—6;3;—2), B(5;2;1) et C(2;5;2);
5
3) qui passe par A(—1;—4;1) et de vecteur normal 7 = | =2 | ;
5)

4) qui passe par A(—3;5;—4) et est parallele au plan de 2);
5) qui passe par A(3;1;1) et est perpendiculaire a la droite BC avec B(1;0;5)
et C(3;-3;8).
6) qui passe par A(7;—4;6) et est paralléle au plan Oxz;
7) qui passe par l'origine et est perpendiculaire & chacun des plans d’équa-
tions respectives 3x —2y+ 52— 17=0etx —y—2+3=0;
8) qui passe par A(2;5;1) et par B(—1;7;0) et qui est paralléle au vecteur
1
v=1|-11;
1
9) qui passe par 'origine et le point A(1;1;1) et qui est perpendiculaire au
plan d’équation z —y + z = 0.
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4.2 On donne les six points A(1;4;1), B(—2;-8;3), C(=5;—11;5), P(3;5;—1),
Q(3;—11;—1) et R(0;—3;1). Montrer que les plans ABC et PQR sont paral-
leles.

4.3 On donne les points O(0;0;0), A(1;0;0), B(0;1;0) et C(0;0;1). Soient «
le plan passant par A et paralléle au plan OBC, (§ le plan passant par B et
paralléle au plan OAC et v le plan passant par C et paralléle au plan OAB.

1) Déterminer les coordonnées du point d’intersection P des trois plans «,
G et .
2) Le point P appartient-il au plan ABC?

4.4 On donne les équations de deux plans; déterminer si ces plans sont sécants,
strictement paralleéles ou confondus :
1) 6x—4y+52+6=0 —122+8y—102—-9=0
2) 20 —-8y+42—-7=0 r—4y—2+3=0
3) —x+5y—3z+45=0 r—5y+32—45=0
4) 3z —8=0 r+3=0
r=4+2X+5u
5) 3z —2y+52z—4=0 y=2+3A\ , A ueR
z = —3u
r=14+6\—-2pu r=14+3X—-2pu
6) y=2—-22x+2p, ueR y=2— A+ pu, ,ueR
2=34+2X— pu z2=34+ A= pu
4.5 Calculer les coordonnées du point d’intersection des plans x —2y+ 2z —7 = 0,

22 +y—2+4+2=0et 2—-3y+22—-11=0.

Dans un repére de l’espace, on consi-
dére un point A(a;;as;az) et un
da
vecteur non nul d = dy |. On
d3
appelle d la droite passant par le
point A et de vecteur directeur d.

Equation paramétrique de la droite

Pour tout point P(x;y;z2) de l'espace, les conditions suivantes sont équiva-
lentes :

1) Le point P appartient a la droite d.

2) Les vecteurs AP et d sont colinéaires.

. ., r — aq A d1
3) Il existe A € R tel que AP = \d, c’est-a~dire [ y —as | = [ Ada
Z — as A dg
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x:a1+)\d1
4) y:a2+)\d2,)\€R
Z:CL3—|—)\d3

Cette formule constitue I’équation paramétrique de la droite d.

Equations cartésiennes de la droite

Les équations cartésiennes de la droite s’obtiennent en éliminant le paramétre.

r—ay = )\dl
L’équation paramétrique équivaut a ¢ y — as = Ads
Z — a3 = )\dg
r — aq
= A
dq
—a
Sidy #0, dy # 0 et d3 # 0, ce systéme revient a Y 7 2 =\ d'ot suivent
2
Z — as
=A
d3

. . P . r—aq Y — a9 Z — as
les équations cartésiennes de la droite : = =
dy do ds

Si d; = 0, alors on obtient I’équation cartésienne x —a; = 0;
si ds = 0, alors on trouve I'équation cartésienne y —as = 0;
si d3 = 0, alors on a I’équation cartésienne z — ag = 0.

Les équations cartésiennes d’une droite, systéme indéterminé de deux équations
a trois inconnues, la caractérisent comme l'intersection de deux plans.

4.6 Déterminer 1’équation paramétrique et les équations cartésiennes de la droite :
0
1) qui passe par A(1;2;3) et a pour vecteur directeur d = | =2 | ;
2

2) qui passe par A(2;3;5) et B(1;5;7);
3) qui passe par A(8;6;—12) et est paralléle au segment BC ot B(4;0; —2)
et C(5;-2;3);
4) qui passe par A(2;3;5) et est perpendiculaire au plan 3z — 2y + 2z =0;
z= 14+2\-3pu
5) qui passe par l'origine et est perpendiculaire auplan ¢ y = —1 + 3\ — 4 ;
2= 24+5A— p

6) qui passe par A(—8;10; —12) et est perpendiculaire au plan z +4 = 0;
7) qui passe par A(1;0;3) et est orthogonale aux droites g et h :

r=1+2\ r=—-14+ pu
(9):qy=0— X, AeR (hy:qy= 2+3p, pek;
z2=3+2A z = +

8) qui passe par A(8;—4;2) et qui est parallele & l'intersection des plans
3r—y+z2=0et x—y+2=0.
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r= 2-—5A\
4.7 On donne une droite d par son équation paramétrique : ¢ y = —1 + \.
z = 3
Déterminer le point de la droite d :
1) qui a une abscisse égale a 12;
2) qui a une ordonnée égale a 5;
3) qui a une cote égale a —2;
4) dont l'abscisse et la cote sont égales;
5) dont la cote est égale au double de I'ordonnée.
4.8 Déterminer I'équation paramétrique de la droite d qui passe par le point A(4; —7;5)
et qui rencontre les droites d; et dy avec :
r=24+ A r=44+3pu
(di):Cy=1+2X, XeR et (d): S y=3+ pn, pek
z=1— A z=3+2pu
4.9 On donne deux droites. Indiquer si ces droites sont sécantes, strictement pa-
ralléles, confondues ou gauches.
r= 14+3A r=-2— 6pu
)y=-2-5X, NeR y= 3+ 10pu , peR
z= 54+ A 2= 4—- 2pu
r=2-—>5)A\ r=2—-5pu
2) y=3+2X, XeR y=3—-2u, peR
z2=5—4A z2=5—4pu
r=T+2\ r= 6+ 4p
3) R y=5—-6XA, AeR y=—1—12p , pneR
z2=3+ 3\ z= b— bpu
r=24+5A
—2 -3 -1
Hy=3+41, AeR x5 294 :Z6
z=14+5A
5) r+y=4 r+3y+z2=9
29+ 2=95 r—y—2z2=1
6) r4+2y—5=0 r+2y—3=0
3y+2—4=0 3y+2—1=0
r=-2+3\
4.10 Montrer que la droite ¢ ¥y = 1 — 4\ est paralléle au plan 4 x—3y—6 2z = 5.
z=-=5+4A\
4.11 Déterminer 1’équation cartésienne du plan passant par le point P(4;2;1) et
r=24+ A
contenant la droite (d): ¢ y =1 -3\, AR
z2=3+ A
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4.12 On donne une droite d et un plan 7. La droite d est-elle disjointe de 7, incluse
dans 7 ou coupe-t-elle 77

r=34+2A
1) (d):y=5—-2X, AeR (r):224+y—2=0
z2=34+2A
r—2y+z=4 _ -
{:1:+3y 9. -0 (m):3x—2y+42=0
r=2-3\
y=3+ )\, AeR (m):dx+y—112=0
z=1-—
B r= b—-—A+2p
{ fy_iz 10 (M :{y=10+A—3u, \peR
4 N 2= 54+A— u
4.13 Déterminer le point d’intersection de la droite d et du plan 7 donnés par leurs
équations respectives.
r=—-4—-5\
1) (d):y= 84+6XA, NeR (r):22+3y—2—5=0
z= 2—- A
r=4+3\ r= 3+3pu—v
2) (d):qy=3+ X, AeR (m):qy=—2—-5pu+v, prelk
z=4—- A z= T4+3p—v
4.14 On donne deux droites d; et do. Montrer qu’elles se coupent en un point P et
donner I’équation cartésienne du plan 7 qu’elles déterminent.
rT= 5+ A T=95+2p
1) (d): R y= 1 , YeER (do): S y=9+4pu , peR
z=—-1—A z2=T74 2u
r—2 y—6 z-—1 3x — 2y +T7z=-32
2) (dy) : = = ds) :

4.15 On considére les points O(0;0;0), A(3;0;0),B(0;3;0),C(0;0;3)et D(1;2;3).
Déterminer l'image de D par la symétrie de direction OC par rapport au
plan ABC.

4.16 On donne trois droites d, f et g :

T = A r=—1 r = v
(d):qy=-2+3A (f):qu= T+2p (9):qy=4
z= 1 z= 33— pu z2=3-2v

Trouver un point A de d, un point B de f et un point C de g tels que
AB = 2BC. Déterminer une équation paramétrique de la droite AB.
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Réponses

r= 1 + 5 u
4.1 HSy=-2—-XA+8u, \,ueR rT—y—z=
2= 3+ X—-3u
r=—6+11A+4p
2)Sy= 3— A+ pu, ApeR r+2y—32—6=0
2==2+4+ 3AX+2pu
r=-14+A
3)  y=—4 +5u, A peR 5x—2y+52z—8=0
z= 1—-X+2p
r=-3+11A+4p
4) Cy= 5— A+ u, ,peR r+2y—32—19=0
2=—44+ 3AX+2pu
r =3 +3u
) y=1+A+2pu, \peR 22 —=3y+32—6=0
z=14+ A
r= T4+ A
6) ¢ y=—4 , zpeR y+4=0
z= 6 + u
x = i
N qy= A P WIREIN Tr+8y—2=0
2=8A+Tp
r=2—-3\+u
8) Cy=5+2A—pu, \,peR r+2y+2—13=0
z=1— AX+pu
T=A+p
y=A—pu, \,pelR rT—z=
2=+ pu
4.3 ) P(1;1;1) 2) non
4.4 1) paralleles 2) sécants 3) confondus
4) paralléles 5) paralléles 6) sécants
4.5 (1;-2;2)
r=1 1
4.6 1) dy=2—-2X, AeR { N
=34 92\ y+2—5=0
r=2+ A
-3 -5
N dy=3-21, \eR x—Q:y—2:Z2
z2=5-—2\ B B
r= 8+ A
—6 12
3 {y= 6-21, A\eR x—gzyzzzz
z=—-12+5X B
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4.7

4.8

4.9

4.11

4.12

4.13

4.14

4.15

4.16

=2+ 3\

-2 -3

Hdy=3-21, reR xg :y—222—5

z2=5+ A -

r= 2\ .
5) { y= 131, AeR 5:%:?

2= TA B

r= -8 T = —8
6) {y= 10 . AER { ~

2= 12 4+ A V=

r=1+ A =0
7 gig_)\’ AER {x+z—4:0

r= 8 v =8
) cy=—4+X, NeR { N B
1) (12;-3;-6) 2) (—28:5;18) 3) (§5-3:-2)
4) (-5 5) (12;-3;-6)

r= 4+ 9A
(d):y=—-7T-22X, XeR

z= 54+ 11X
1) confondues 2) sécantes 3) gauches
4) sécantes 5) strictement 6) strictement

paralléles paralléles

Sr+4y+72—35=0
l)dNnrm=0 2) d coupe 7 3)ydCm 4) d coupe T
1) (1;2;3) 2) (1;255)
1) P(1;1;3) (m)izx—y+2-3=0
2) P(—1;4;-3) (m): 22+ 17y —102—96=0
D'(1;2;-3)

A(1;1;1), B(—1;3;5), C(—2:;4;7)

(dAB) .

r=1-—2M\
y=14+2X, XeR
z=14+4X

Géométrie : le plan et la droite dans ’espace

4.8



