62me Math 6h Equations, inéquations exponentielles et domaines Jjanvier 2025

Objectif : Résoudre des équations et inéquations exponentielles - Rechercher des domaines de
définition de fonctions composées.

On appelle (in)équation exponentielle toute équation ol1 'inconnue apparait en exposant. L'utilisa-
tion des propriétés des exponentielles permet de les résoudre (voir Aide Mémoire).

[J Propriétés : Pour tout xe Ret a€ Ry \ {1}
a) SiaEIRig\{l} alors exp,(x) =exp,(y) < x=y
b) Sia>1 alorslafonction est croissante et exp,(x) > exp,(y) < x>y
c¢) Si0<a<1alorslafonction est décroissante et exp,(x) > exp,(y) < x<y

[J Exemple 1 : Pour résoudre I'équation 4*~2 = 16, on exprime les membres gauche et droite de
I’équation en tant que puissances de méme base et on égalise ensuite les exposants.

452216 e 452242 &8 x_2-2 > x=4

et ’ensemble des solutions est S = {4}

[0 Exemple 2 : Résoudre (L—i)sx <%

3 23x 5 6. 5 prop(c)
(<% = (@) <@ = {)"<0) "= o>

et ’ensemble des solutions est S = ]g ; +oo|
(1 Exemple 3 : Emploi d'une variable auxiliaire!

Résoudre 3* +37% = & 39437 =8 —= 3-8, 1 -0 [x3'>0

= (3 -2.39)+1=0

En posant T = 3%, on obtient une équation du second degré en T :

T°-8.7T4+1=0 < 9T*-827+9=0< T=9 ou T=1

T=9 << 3"=32 < x=2

T:% — 3*=32 = x=-2

S={-2;2}

En revenant a la variable x : {

Rappel des propriétés des fonctions exponentielles

Deux notations différentes, mais équivalentes, sont couramment employées pour désigner les fonc-
tions exponentielles : exp,(x), qui fait référence a la base a élevée a la puissance x, et a*, une forme
plus conventionnelle.

Ci-dessous, vous trouverez une liste de six propriétés essentielles associées a ces notations.

() exp,(—x) =expy,(x) < a*= % = (%)x

(b) exp,(x)-exp,(y)=exp,(x+y) < a*-a¥=a*""

(©) 2PN _exp, (x-y) = L =a"V

Va,beRi\{1} et x, y variables réelles : eXPa(y) “ @
a,beRj\{1} et x, y variables réelles ) (exp,, (x))yzexpa(x-y) = (@) =a"

(e) exp,,(X) = exp,(x)-exp,(x) <= (ab)*=a*-b*
(%) _a

() expa (x) = Zﬁﬂb(ﬁ) = (§)'=F
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Exercices

H Résoudre dansR:

(@)

(b)

(c)

(d)

(e)

(9

(g

(h)

)

11x2+3 - 112)62—6

Solution: rappel: a* = a’ < x = y on ne supprime pasles "a", on applique la propriété!

x24+3=2x2-6 < x=3,x=-3
32x_3x—2:0

Solution: 32 =32 < 2x=x-2

0,5 =1

Solution: (0,53 !'=1 < (0,531 =(0,5° < 3x-1=0
_ 113

41-2% _ (1_6) 20

Solution: S= {1}

0 251—3x — 42x+3

Solution: 0,25'73% = 42%3 5 43¥71 —42x+3

<~ 3x—-1=2x+3

—

2
B =%

3\%* 16 3\%*  (3)\72
Solution: (—) = = (_) - (_)
4 9 4 4

— 2x=-2

0,2(-¥).25% = 125

1 (-x*)
Solution: 0,2(_x2) .25% = 125 —= (g) -(52)x =53

> 5(*) .52 _ 53

— 5(x2+2x) - 53

— x*+2x=3

—= x*+2x-3=0
g4x-1 _ 972x

Solution: 37! =272 s 3471 = (33)*

— 341 =36
<~ 4x—-1=6x
27 . 3)6 — 812x+1
Solution: 27-3%=81""! — 33.3%= (34)2x+1
— 3x+3 — 38x+4

<~ x+3=8x+4
4x+1 :ZX\/E

S={£3}

S={-2}

S=1{4}
S=1{-1}
§={-3; 1}

s={-3)

s={-4

Page2de7



Solution: 4*™1 =22 = (22)x+1 =2¥pl/2 S={-3}

1
k) 31 =81
. 1 1-x 4
Solution: Py =81 < 3 =3 S=1{-3}

— 1-x=4

(D (3)6—1)3 =9. 3x—2

Solution: (3*71)=9.3%2 « 333 =32.3%2 s={3
— 33)6-3 — 3x
<~ 3x-3=x
(m) 16* =64
Solution: 16" =64 — 2*¥ =2° s={3}
< 4x=6
3x+2 1 _
(n) 53*+2 — 35 = 0
1
Solution: 5°*? = — «— 53%*2 =572 s={-4}
25 3
<~ 3x+2=-2
(0) 2.4 =8
Solution: 2% -4 =8 <= 2% .22% = 23 S={-3;1}

— 2. 22% .03 =
sy 9XPH2X-3 _ 90
— x*+2x-3=0
Résoudre dans R : (variable intermédiaire)
(@) 2-267143.23%*1 1 9=0

Solution: 226771 43.23*1 1 9-0 < 2.257.27143.23*.249=0
— 2546.2349=0  onpose u=2%
= u?+6-u+9=0
— (u+3)*=0
<~ u=-3

Or u = 23% d’oi1 u = —3 devient 23¥ = —3. Aucune solution possible car 23¥ est strictement
positif pour tout réel x.
S=¢

(b) 5-5%+2_26.52%2 1125 =0
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Solution: 5-5***2 -26.52"2 1 125=0 < 5-5%.52-26.5%%.52 +125=0

() 9°+3=4-3*

(d)

(e)

Solution: on pose y =3*

— 5%.5%_26.52.52Y 153 =
= 5% L5410

— u2—25—6u+1:0

1
5
52x =5, 52x — 5—1

<~ u=5u=

— 2x=1,2x=-1

s={5,-3}

)

D=
DN~

(d’Ol\l y2 — (3)6)2 — 32){ — (32)x — 9)6)

9% 4+3=4.3" = y*+3=4y

doncx=0oux=1et|S={0; 1}
5-371-2.31"*=3
Solution:

1
on pose y = 3% 1 (dou = =317%)

= y*-4y+3=0
<~ y=louy=3

—3*=3%0u3*=3!

1
5.31_2.3"* =3 = 5y-2-=3
y

onmult. par yag.etad.
<:>5y2—2:3y
—5y*-3y-2=0

<~ y=louy=-2/5

—3"1=10u3"!'=-2/5

on pose u = 5%*

Comme 3%~ ! est toujours strictement positif, 3%~1 = —2/5 ne posséde aucune solution.

Ireste3* '=13*1=30 x=1.
Lensemble des solutions est
2% +4% =2

Solution:

on pose y = 2% (d’ol1 y? = 4%)
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2°+4" =2 y+)*=2
4:>y2+y—2:0
<~ y=louy=-2
—2%=1
etdoncm
(f) 52*-30-5"+125=0

Solution: on pose y =5* (d’ot1 y? = 52%)

52 -30.5%+125=0 < y*-30y+125=0
<~ y=50uy=25
~—5"=50u5 =25
don[5=11:2]

(g) 2x+23+x :?_1
Solution:

on pose y =2%

9 9
2x+23+x=2<:>2x+23-2x=—
9
<=>y+8-y=z

9
<:>(1+8)-y=£—1

—2"=2"% dou|S={-2}
Cet exercice aurait pu étre résolu sans passer par un changement de variable.
(h) 30-3*-9*-81=0

Solution: on pose y =3* (d’o1 y* = 9%)

30-3* -9 -81=0< y*-30y+81=0
< y=3ouy=27

—3*=30u3*=27
d'ou|S={1; 3}

Résoudre les inéquations exponentielles suivantes :
q p
() 92x+1 >1
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Solution: S=]—3;+00|

(b) 277 = (3)

2—x

Solution: S=]-oc0;—3
© 0,20%).25% > 125

Solution: S=]—o00;-3[U]1;+o0[
(d) 2* — 16-23**2 <

Solution: S=[-3;+o0]
e) 0,17% 4 <1

Solution: S=R\]-2;2[
Il Détermine le domaine de définition des fonctions suivantes en précisant clairement les diffé-
rentes C.E. :
3*-3
(a) f(X) = m
Solution: CE:3"-3>0et3*** - V3#0 < 3" >3et3* *#£ V3
> 3"=3let3?* #£3!/2

— x=let2x—4#1/2

dom f = [1;+oo[\{§}

2+4*
2—4x
2+4*

(b) f(x)=

>0

X =

Solution: CE:
Or, 2+ 4% > 0 pour tout x € R, donc,

2+47

CE:
2—-4*

1
>0 <= CE:2-4">0 x<§

1
dom f = [—o0; =
r= s3]
H Résoudre dans R : (exercices mélangés)
(@) 22*=40+3-2"

Solution: on pose T =2*

T?-3T-40=0 < T=8,-5 finalement: S={3}

(b) 28-8%+1 4 1<7.2%4 41

Solution:
— On se débarasse des deux 1 de chaque coté 28-82*+! < 7.2~
— On divise par 7 de chaque coté 4-8>*F1 < 2%
— Onramene tout en base 2 et on utilise les lois des exposants.

22 . (23)2x+1 < 2x—4 — 26x+5 < 2X—4

— Comme les bases sont les mémes de chaque c6té de I'inégalité, cette derniére de-
meure vraie pour les exposants : 6x+5<x—4

Page6de 7



©

— Onpeutrésoudre: 6x+5<x-4 < x<-:

(4]

|
f; =|—-00; ——
5
() V672¥-216<0
lution : =Ix> -3 €R
Solution: vV62*-216< 0 Solu ton S=1{x | xeR}
Autre Notation : S =[-3,00]

(d) 64-v8*°=0,125

Solution: 64-1/8%3 =0,125 < 8033 =83 — § = {3}

2,5
2(x-1) '
(e) 4 +1=< =
2,5 2,5 _ _
Solution: 42"V 41 < = = T?+1< 7-1  onpose: T =4%"1 =271

— 2T?>-5T+2<0
1

— —-<T<2
2

91 2 92(x-1) _ 5l
< —-1=<2x-2=<1 fonction strictement croissante!
1 3 ]

= S= ) —
22

(f) (%)x < 52x-1
Solution: 5" <5 «= —x<2x-1 < 3x=1 et S=[1;+00]
(g) 9x+1 <3172x
Solution: 97*! <3172¥ = 3272 < 31"2¥ «— 2x+2<1-2xet S=|-o0;— %[
(h) 4:223-1>0

Solution: 4223 >1 < 2271520 <= 2x-1>0et S=|3;+oo|
2

) 35—6x_(%) 3 <0
XZ
Solution: 3°76% < (%)? > 3565 37 = 5 6gx<—x2 < x2—6x+5<0 et S=]1;5[

() 27%-9¥-3%*1413>0

Solution: laissé au lecteur

x-8 x+4

(k) 3¥2-37 <97 -1

Solution: recherche des racines puis faire un tableau de signes (TS)!

x+4

racines:3*2-3% -9 +1=0 < x=-4 x=8
TS — S=]—4;8]
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