6°me math 6h Intégration de fonctions rationnelles février 2025

La méthode d’intégration des fonctions rationnelles est une technique d’intégration utilisée pour résoudre des
intégrales de la forme [ % dx, ol1 P(x) et Q(x) sont des polyndmes et Q(x) # 0. Cette méthode repose sur le fait
que toute fonction rationnelle peut étre décomposée en une somme de fractions simples.

On supposera que les polyndmes du numérateur et du dénominateur n’ont pas de racines communes.

Définition : La fonction rationnelle f est une fraction réguliére si le degré du numérateur est strictement infé-
rieure a celui du dénominateur.

Si cette fraction n’est pas réguliére (irréguliere donc), on divisera le numérateur par le dénominateur afin d’ob-
tenir la forme suivante

R (x)
f@=QMx)+ D@
ol Q (x) est un polynome et out % est une fraction réguliere.
Exemple : Soit
x*-3
fx)= m
une fraction rationnelle irréguliere.
Une division euclidienne évidente permet d’écrire : f (x) = x*> —2x+3 — %

Lintégration des polynémes ne présentant aucune difficulté, on s’orientera donc vers l'intégration de fraction
rationnelles régulieres. La technique permettant de réaliser cette tache est de scinder cette fraction réguliére en
somme de fractions partielles qui seront intégrées séparément.

Méthode

La premiére étape a réaliser pour scinder une fonction rationnelle réguliére est de factoriser le dénominateur de
celle-cien:

— produit de facteurs linéaire (de type ax + b)

— produit de facteurs du second degré (de type ax? + bx + c) irréductible
La deuxiéme étape est de scinder la fraction réguliere en une somme de fractions partielles en respectant les
quatre regles suivantes :

Regle 1 Lapparition d'un facteur linéaire unique (ax + b) au dénominateur ameéne une fraction partielle de

la forme
A

ax+b

ol A est une constante a déterminer.
Regle 2 Lapparition d’un facteur linéaire qui apparait n fois ((ax + b)") au dénominateur ameéne une somme

de n fractions partielles de la forme
Ay N Ay vt An
ax+b (ax+b? = (ax+b)"

ol les A; sont des constantes a déterminer.

Regle 3 Lapparition d’'un facteur du second degré irréductible unique (ax?+bx+c) au dénominateur améne

une fraction partielle de la forme
Ax+B

ax®+bx+c
ou A, B sont des constantes a déterminer.

Regle 4 Lapparition d'un facteur du second degré irréductible qui apparait n fois ((ax2 +bx+ c)n) au déno-
minateur ameéne une somme de 7 fractions partielles de la forme

Alx+B; + Arx+ By . Ap,x+ By,
ax’?+bx+c  (ax2+bx+c)®  (ax?+bx+c)"

ouiles A;, B; sont des constantes a déterminer.
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Exemple 1:

—2In|x-1|+3In|x-2|+C

f x2+2
— = =  _dx =
(x+1)2x-2)

Exercices

x+1 A B x+1 Ax-2) B(x-1) A+B=1
en effet, = + = -
x2-3x+2 x-1 x-2 -3x+2 x%2-3x+2 x%2-3x+2 —-2A-B=1
Exemple 2 :
X 1 x—1 1 1
f—dx - --f dx+—[—dx
(x2+1)(x-1) 2) x2+1 2) x-1
1 X 1 1 1 1
= ——f dx+—f dx+—f—dx
2J x2+1 2J x2+1 2J x-1
1., 1 1
= ——ln|x +1’+—arctanx+—ln|x—1|+C
4 2 2
Exemple 3 :

B
(x+1)

1 1 2 1 2 1
—f—dx—— —dx+—f—dx
3J (x+1)? 9) x+1 9J x-2

1 1 2 2
5= —=In|x+1|+=-In|x-2|+C
2(x+1) 3(x+1) 9 9
2x—1 2 x—2
6(x+12% 9 |x+1

(a) Déterminer les constantes réelles a, b et c telles que

(b) Calculer

X2-x-1

X’ +2x+3

bx+c
x2+2x+3

2
x“—x—-1
="
x“+2x+3

Pl (a) Déterminer les constantes réelles p, g et r telles que :

(b) En déduire le calcul de

E] calculer:

2x
(a)f dx
x-12x+1)(x+2)
) f 2x2-3
(x-13(x+1)
x-1

3
X
@ [Frg e

2x-3 p ¢

X2(x+2) x x2 x+2

2x—-3

f xX2(x+2) dx

()[ 3x-37

—3x—- 4
dx

® fx2+6x+8

© f 2dx
& (x—1D2(x%2+1)
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