Calcul intégral

Frédéric Lancereau

22 avril 2020

Frédéric Lancereau Calcul intégral



Introduction

Lintégration est un concept fondamen-
tal en mathématiques, issu du calcul f(a) v
des aires et de l'analyse, et utilisé dans
de nombreuses branches des mathéma-
tiques.

Idée de départ :

Considérer un objet géométrique comme étant constitué par un
nombre infini de parties (elles-mémes infiniment petites) dont l'aire
ou le volume est facilement calculable.
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Approximation d’une surface

Une fonction sur Uintervalle [a;b] = [1;4]

@ Que vaut l'aire située entre la courbe, l'axe des abscisses et les
droites d’équationx=1etx =4

Frédéric Lancereau Calcul intégral



Approximation d’une surface

Sous-estimation de laire sous la courbe

@ On remplace la courbe par celle d'une fonction en escalier
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Approximation d’une surface

Sous-estimation de laire sous la courbe

@ On remplace la courbe par celle d'une fonction en escalier

@ Vocabulaire : somme de Darboux inférieure
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Approximation d’une surface

Sur-estimation de l'aire sous la courbe

<

@ La base des rectangles mesure Ax = % = % : Partition réguliere
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Approximation d’une surface

Sur-estimation de l'aire sous la courbe

<

@ La base des rectangles mesure Ax = % = % : Partition réguliere

@ Vocabulaire : somme de Darboux supérieure
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Approximation d’une surface

Une autre estimation de l'aire sous la courbe

A
e T

N
flx1)
=

e Hauteur ler rectangle: f(x;) ol xq = %(1 + %)

e Vocabulaire : somme de Riemann (méthode du point milieu)
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Approximation d’une surface

Une autre estimation de l'aire sous la courbe
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e Hauteur 2éme rectangle : f(x;) oli x; = %(% +
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Approximation d’une surface

Une autre estimation de l'aire sous la courbe

A
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e Hauteur 2éme rectangle : f(x;) oli x; = %(% +

@ Ainsi de suite ...
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Théorie illustrée : somme de Riemann

=Ax (Ykell,---,6})

Aire = f(xq)(a; —ag) +--- + f(xe)(% —as) ou xi € |ag_y;ax]
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Théorie illustrée : somme de Riemann a gauche

ii

ﬁﬁﬁ\,

a = ao a1 Qo as ay as b=ag
I To I3 Ty Is T
6 6
Aire = Zf(xk)-Ax: Zf(ak,l)-Ax
k=1 k=1

6
Commeag_; =a+(k—1)-Ax,on écrit: Airex ) f(a+(k—1)-Ax)-Ax
k=1
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iemann a gauche

%
Q
T
)
=
=
)
0

érique

2

Exemple num

[R—)[R;x|—>4—(x—1)2

f

A A Y
A A Y

O Y
A Y
AATTIIIIIIIIININNNNNNNNNNNNNNNNY
A Y

N
N
N

7777

R Y

[2el[a]

f est continue et positive!

somme des aires des rectangles
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Somme de Riemann : méthode du point milieu

6

6
Aire ~ Zf(xk)-Ax: Zf(%)-m
k=1

k=1

Comme%:a+(k—l)‘Ax ona'Airezi (a+(k—l)~Ax)-Ax
2 2 ’ : 2
k=1
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Exemple numérique : méthode du point milieu

f:R->R; x> 4—(x-1)2

f est continue et positive!

somme des aires des rectangles : ]

W s
Vi i
G o o
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g s s
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1 1\ 1 I, e o
Ay=) f(O0+(k=3)3)3 ik
k=1

|
=

2k—1 AR, I, o
— IR, I,
= - VAR, I,

1 VAR, I, sz

0 AR AP0, 2o

FF/A+fB/A)+f(5/9)+f(7/4) 7
=7,375

[NIE
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Théorie illustrée : somme de Riemann a droite

a = ag ay dy as ay as b= aé
&1 T2 T3 X4 x5 Te
6 6 6
Aire = Zf(xk)-Ax: Zf(ak)-Ax: Zf(a+k-Ax)~Ax
k=1 k=1 k=1
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Exemple numérique : somme de Riemann a droite

f:R->R; x> 4—(x-1)2

f est continue et positive!
somme des aires des rectangles:
4
1)1
A4: Zf(0+k 5) 5
k=1
4
_1 k
=3) f(5)
k=1
=725
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Approximation d’une surface

Comment améliorer 'approximation ?

11 N/
s T —
0 1 2 3 4 5
5
Calcul de l'aire approximée : As = Zf(xk) -Ax
k=1
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Approximation d’une surface

Comment améliorer 'approximation ?

A

\
14 k\-.J,
s T —
0 1 2 3 4 5
9
Calcul de l'aire approximée : Ag = ) f(x;)-Ax
k=1
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Approximation d’une surface

Comment améliorer 'approximation ?

A
5 +
Vi
TN
4 \‘
\
3 T ‘\
\
2 4 \
2\ [
14 \‘-.-!

s T —
0 1 2 3 4 5
17
Calcul de l'aire approximée : A1; = )  f(x)-Ax

k=1
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Approximation d’une surface

Comment améliorer 'approximation ?

A
5 T )
(M
4 4 \‘
\
3 T ‘\
\
2 \
2\ !
14 \‘-.-!
s T —
0 1 2 3 4 5

- On augmente le nombre de subdivisions
- Les intervalles deviennent de plus en plus fins
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L'intégrale définie = Aire pour f positive sur [a; b]

Pour une fonction continue et POSITIVE sur [a; b]

o Laire totale formée par 'ensemble des rectangles vaut donc :
n
Ay = kZ f(xk) - Ax
=1l

A, est appelé Somme de Riemann associée a la fonction f
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L'intégrale définie = Aire pour f positive sur [a; b]

Pour une fonction continue et POSITIVE sur [a; b]

o Laire totale formée par 'ensemble des rectangles vaut donc :
n
Ay = kZ f(xk) - Ax
=1l

A, est appelé Somme de Riemann associée a la fonction f

@ En passant a la limite, on obtient l'aire exacte A

n—+oo

A= lim if(xk)-Ax
k=1
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L'intégrale définie = Aire pour f positive sur [a; b]

Pour une fonction continue et POSITIVE sur [a; b]

o Laire totale formée par 'ensemble des rectangles vaut donc :
n
Ay = kZ f(xk) - Ax
=1l

A, est appelé Somme de Riemann associée a la fonction f

@ En passant a la limite, on obtient l'aire exacte A

n—+oo

A= lim if(xk)-Ax
k=1

o Si cette limite existe, la quantité A est appelée lintégrale
définie de la fonction f (x) de a a b et est notée :

A= J;bf(x) dx
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Intégrale définie et somme de Riemann associée

ba

Trois méthodes pour une partition réguliére Ax =

Peu importe le signe de f sur [a; b]!

Somme de Riemann a droite :

J-hf( dx = hm Zf a+kAx)A

Somme de Riemann a gauche:

b n
J- f(x) dxznlirflef(a+(k—l)Ax)Ax
a k=1

Méthode du point milieu :

Lbf(x) dx = nl_i)rilmkgf(a+(k— %)Ax)Ax
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L'intégrale définie = Aire pour f positive sur [a; b]

Soit f:x — 1 — x? une fonction positive sur l'intervalle [-1;1]
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L'intégrale définie = Aire pour f positive sur [a; b]

Soit f:x — 1 — x? une fonction positive sur l'intervalle [-1;1]

1
1 -J‘ 1 —x2dx
-1

n

= lim (l—x,%)Ax

| n—-+00

f k=1
=2 /1 | 1\ 2-0 _ 2 2
avec: Ax====setx=-1+k -5
‘R>R;z—1—22 Z 2\ 2
! = lim (1—(2",;”) )f
n—>+00 n

donc
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L'intégrale définie = Aire pour f positive sur [a; b]

Zkz

n(n+ 1)(2n+ 1)
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L'intégrale définie Z Aire pour f sur [a; b]

Supposons f négative sur son intervalle d’intégration

<0
—

Vxela;b]: fx)<0 = z@ Ax <0 = ['f(x)dx<0

I= £3(1 —xz)dx (Ax = %)

lim if(l +k-2)2  (SR.aD)
k=1

n—+oo

n 2
= ) [i-(1 27 3)
n—+oo n n
k=1
o =~ 8k 8k?
RS s
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Intégrale définie - fonction négative

n
. 8k 8k’
I= lim (_ﬁ_?)

8 n 1 n
. 2

I
5
|
|

. 1

+

-(én(71+1)(2n+1))]

S |-

donc

Ls(l—xZ)dx: lim —i-[%n(n+1)+%-(%n(n+1)(2n+1))]

n—+co 1

4(5n2+6n+1
45w rons1) _§ <0 = Nitd/GOHEHLILR
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Intégrale définie - fonction négative

n 2
I= lim (—%—&)

- Yk d) )

= lim —E-[ln(n+l)
2

+

-(én(71+1)(2n+1))]

S |-

donc

£3(1 X )dx_ lim 8. [%n(n+1)+%-(%n(n+1)(2n+1))]

n—too 12

= lim ~——————=-—— Voc. : Aire algébrique
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Intégrale définie et Aire géométrique

f positive sur [a;b]

a

f négative sur [a;b]

A= Lb—f(x) dx
ouA= ff:f(x) dx
ouA= [ f(x)dx

f positive sur [a;¢]

f négative sur [c; b]

A= [ f(x)dx
{7 f(x) dx
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