4éme MATH 5 Calcul vectoriel dans le plan - 8 mars 2025

Les vecteurs dans le plan

Soit A et B deux points distincts. Le vecteur AB est caractérisé par:
» sadirection, celle de la droite (AB);
»  parsalongueur AB, notée ” AB ” (la norme du vecteur E) ;
> et par son sens, de A vers B.

Si A et B sont confondus, le vecteur AA est le vecteur nul, aussi noté 0.

Deux vecteurs sont égaux si, et seulement si, ils ont

> méme direction,

/ B
A
B
»  méme norme, ‘/
~ D
> meéme sens. /
On note souvent un vecteur par une seule lettre C
B
A ¢ D
C

% =AB=CD

/ B
A / D AB=CD < ABDC estun parallélogramme
C

Exemple : Soit ABC un triangle quelconque. Les points I, J et K sont les milieux respectifs des cotés

[AB], [BC] et [CA]. En utilisant les points de la figure, donner deux vecteurs égaux a IK.
A

7

Réponse:ﬁ(z]?jetﬁ(z?é

Théoréme 1 (La relation de Chasles) Etant donnés trois points quel-
conques du plan A,BetC,ona:

AB+BC=AC A/\éc
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12 méthode Pour représenter la somme U + U,

on prend un point quelconque A;

2 P -_
on représente AB, un représentant de u ;

— -
on représente BC, un représentantde v ;

vV v vy

2z z - -
2¢ méthode Pour représenter la somme u + v,

on prend un point quelconque A;
2z - 2 d
on représente AB, un représentantde u ;
2 - z -
on représente AC, un représentantde v ;

onadonc u + v = AB+ AC;

vy v v vV VY

etalors U + U = AD.

Exercice n° 1

onadonc % + ¥ = AB + BC = AC d’aprés la relation de Chasles.

on place D tel que ABDC soit un parallélogramme;

B

.C

Soit ABC un triangle quelconque.

1° Placer le point D vérifiant AD = AB + AC.
2° Placer le point E vérifiant AE=CB+CA.

Exercice n° 2

AE

Soit ABCD un parallélogramme.
1° Placer le point E vérifiant AE = AB-CD.
2° Placer le point F vérifiant AF = CB- AC.
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Exercice n°3

Dessiner un représentant des vecteurs suivants :

<
o
<l
+

<
4

1° 2u 20 1y 3 -

W=

1
2

<

<

Exercice n° 4

Soit ABCD un parallélogramme.
1° Placer le point E vérifiant AE = AB-CD.
2° Placer le point F vérifiant AF =CB- AC.

Exercice n°5

Al'aide de la relation de Chasles, retrouvez les couples de vecteurs égaux :
U =AM+KA+MR; u;=AB+RK+BR+KA; u3=BR-BA-KR+KA; us=KM-BM-RB
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Deux vecteurs © et U sont opposés si, et seulementsi 7 + v = 0
Les vecteurs AB et BA sont opposés.

PropriEtE 2 Deux vecteurs i et v sont opposés si, et seulement si ils ont B
> méme direction,
>  mémenorme, A
»  des sens opposés. c
D

—

On note alors % = — v.On a également : AB=-BA.

Exercice n° 6

Soit ABCD un parallélogramme.
1° Placer le point E vérifiant AE = AB-CD.
2° Placer le point F vérifiant AF=CB- AC.

. P —_
Soit A un réel non nul et # un vecteur. Le vecteur

AU
Z,
. -2 U
possede : .
»  méme direction que U ; . /V ’
» méme longueur que |A| || % ]; u

. A nd
> si A >0, méme sens que u

>  sid<0,unsensopposéa u

Soit % et U deux vecteurs opposés. Ona alors v = —1- 1 (ici, A = —1)

Exercicen° 7

Soit ABC un triangle.
1° Placer le point D vérifiant AD = 3AB.
2° Placer le point E vérifiant fﬁ =-0, SfT(f )
3° Placer le point F vérifiant AF =3AB - 0, 5AC.

AF = AD + AE
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Exercice n° 8

Soit ABC un triangle.
1° Placer le point D vérifiant AD =3AB.
2° Placer le point E vérifiant AE = 2CA.
3° Placer le point F vérifiant AF = AD + AFE.

On dit que deux vecteurs % et v sont colinéaires s'ils ont la méme direction.
Par convention : Le vecteur nul 0 est colinéaire a tous les vecteurs.

Théoréme 3 Deux vecteurs U et v sont colinéaires si, et seulement si, il
existe un réel A tel que

U=Av

Exercice n°9 : Montrer que deux droites sont paralléles
Soit AB_(Z un E&»mgle. Les points I et J sont définis par
> Al=3AB
> Xj =3AC.
1° Justifier le fait que I_j —TA+ ij .
2° En déduire que 1J et BC sont colinéaires.
3° Que peut-on conclure pour les droites (I]) et (BC)?
Solution :

1° 1l suffit d’utiliser la relation de Chasles.

2° En déduire que 1J et BC sont colinéaires.

Ij=TA+A]

= —Al+A] car TA=— Al
:—3E+3A_C) carzj=3ﬁetﬁ=3A_é
=3BA+3AC car BA=—AB
=3(BA+AC)
=3BC d’apres la relation de Chasles.
Ona .
IJ=3BC

Les vecteurs IJ et BC sont donc colinéaires.

3° Les droites (I]) et (BC) sont alors paralleles car 1J et BC sont colinéaires.
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Exercice n° 10 : Montrer que trois points sont alignés

Soit ABCD un parallélogramme. Les points E et F sont définis par

FD=1,5AD

FE=1,5AD+3DC

FB=0,5AD+DC

d’apres la relation de Chasles

car ﬁ? =-0, 5@

d’apres la relation de Chasles
car F—15 =1, SZI_))
car DE =3DC

d’apres la relation de Chasles
car AF = —O,SE
car AB=DC

DE=3DC
AF = —0,5AD.
1° Exprimer FD en fonction de AD puis FE en fonction de AD et DC.
2° Exprimer FB en fonction de AD et DC.
3° Endéduire que FB et FE sont colinéaires.
4° Que peut-on conclure pour les points B, F et E?
Solution :
F
/ B
D C E
10
FD=FA+AD
=0,5AD + AD
=1,5AD
FE=FD+DE
=1,5AD+DE
=1,5AD+3DC
20
FB=FA+AB
=0,5AD + AB
=0,5AD+DC
3° Ona FE =3-FB donc les deux vecteurs sont colinéaires.
40

Les droites (FE) et (FB) sont paralleles et ont un point commun, le point F. Elles sont donc

confondues.
Les points B, F et E sont donc alignés.
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Repérage et coordonnées

Soit O un point du plan, 7 et J deux vecteurs
non colinéaires.

Pour tout point M, le vecteur OM s’exprime en
fonctionde 7 et 7.

OM=3-7+2-7

On dit alors que (0;7,7) forme un repéere du plan. Un re-
peére du plan (0; 7, 7) est dit
»  orthogonal si les vecteurs 7 et j ont des directions

7 perpendiculaires (on dit alors que ces vecteurs sont
7 I orthogonaux).
> > »  orthonormalsiles vecteurs 7 et J sont orthogonaux
0 l 0 l et de méme norme.

Coordonnées de M et de W

—

Soit £ le plan muni d'un repere (O; 7, 7).
Pour tout point M du plan, il existe un unique couple de réels (x; y) tel que

OM=x-T+y-J

On dit alors que
» levecteur OM a pour coordonnées (x; y),

» le point M a pour coordonnées (x; y).

Coordonnées d’un vecteur v

Soit £ le plan muni d'un repere (O; 7, 7).
Soit % un vecteur et M le point tel que

U=0M
Alors les coordonnées du vecteur u sont celles de OM.

Regles de calculs

7, 7)

PropriEtE4 Soit 2 le plan muni d'un repere (O; 1, j
réel.

. Soit U (x;y) et U (x';y") deux vecteurs et k un

> U=V <= x=xety=y;
»  levecteur U + U a pour coordonnées (x+x';y+y");

»  levecteur ki apour coordonnées (kx;ky).
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Théoréme 5 (Coordonnées de A_é) Soit @ le plan muni d'unrepeére(0; T, J). Soit A(x4; y 4) et B(xp; ¥p)
deux points du plan. Les coordonnées du vecteur AB sont

(XB=Xa;YB—YyA)

Théoréme 6 (Milieu d’'un segment [AB]) Soit 2 le plan muni d’un repeére (0; 7, ] ). Soit A(xa;y4) et
B(xp; yB) deux points du plan. Les coordonnées du point milieu M du segment [AB] sont

(xA+xB_.VA+yB)

2 72

Théoréme 7 (Norme d’un vecteur) Soit 2 le plan muni d’'un repére (O; 7, 7) orthonormé.

Soit un vecteur quelconque U (x; y), alors sanorme est le nombre | U || = /x% + y2.

Soient deux points quelconques A(x4;y) et B(xp; yp), alors la longueur du segment [AB] est donnée
par

”zﬁ” = \/(xB —xA)2+(yg—ya)?

Exercicen° 11

Sur la figure ci-dessous, déterminer les coordonnées des vecteurs dans la base (7, 7).

1° OA 2° AB 3° CD © U 5° 7 +AB

S

Exercice n° 12

Soit les points A (1; 3), B (3; 5) et C (-1; 1) dans le plan muni d’un repere (O; 7, 7).
1° Déterminer les coordonnées du vecteur E et B_(f .
2° Quelle est la coordonnée de M, milieu du segment [A; B], de M’, milieu de [A; C]?

3° Quelle est la coordonnée du point D sachant que CD=AB
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Exercice n° 13

Soit &2 le plan muni d'un repére (0;7,7). On considere les points A(2;3), B(4;5), C et D tels que
ABCD soit un parallélogramme.

1° Déterminer les coordonnées du vecteur AB.

2° En déduire celles du vecteur 56 .

Exercice n° 14

Soit & le plan muni d'un repere (O; 7, 7). On considere les points A(2;4), B(—2;2) et C(4;-2).

—
1° Déterminer les coordonnées du vecteur BC.

2° En déduire les coordonnées du point M vérifiant AM = BC.

Exercicen° 15

Déterminer la norme du vecteur :
1° d’origine A=(-1;5) et d’extrémité B=(3;-2)
2° CD=(32)
3° U =(5-3)

Théoréeme 8 Soit & le plan muni d’'un repére (0;7,7). Les vecteurs U (x; y) et
T (x';y) sont colinéaires si, et seulement si

Xy-xy' =0

Exercice n° 16 : Montrer que trois points sont alignés
On considere les points A(—2;—-1), B(2;1) et C(4;2).

1° Montrer que AB et AC sont colinéaires.

2° En déduire que les points A, B et C sont alignés.

Solution :

Déterminons les coordonnées de AB :

Yac 3 ot X 6 3
- =2—(-2 =4 =5 __,:_:_
{xB xAl(l) ) Vi 2 x4 2
y—ya=1-(-1) = Ona ;
Donc AB(4;2) AC=3A
Déterminons les coordonnées de AC :
—_— 3 —_—
Xc—Xa=4—(-2) =6 AC:EA
Yc—ya=2-(-1) =3 o
Les vecteurs AB et AC sont colinéaires.
Donc AC(6;3). donc les droites (AB) et (AC) sont paralleles
On a AB(4;2) et AC(6;3). donc les points A, B et C sont alignés.
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Vrai-Faux

Exercicen° 17

10

20

30

40

50

60

Si ABC est un triangle isocele alors AB=AC  ciieiiiiiiiiiie Vraio FauxO

Si ABCD est un parallélogramme, alors BA+BC=BD ...coevein.. Vraio FauxO
—_ ]_ e B —

Si ABC est un triangle de médiane [Al], alors Al = 3 (AB + AC) ........... Vraio FauxO

Si A_()? = STB, alors B—(:‘ S OBA VraiO FauxO

Si C est un point de la droite (AB) et que CD = 2013 4B,
alors A, B,CetDsontalignés  .........c.iiiiiiiiiiiiiiiiiii i Vraio FauxO

Dans un repere (0:;7, 7), si W =27 + 7 et 61?7 =-7+ 27,
alors M N apour coordonnées (1;3)  ..oiuviiiiiiniieiieiiieaeaeaannns Vraio FauxO

QCM

Exercicen° 18

10

20

30

40

50

60

70

80

D estl'image de E E par la translation de vecteur AB donc :

O lesvecteurs AB et ED sont égaux

O les vecteurs AB et DE sont égaux

O les vecteurs BE et DA sont égaux

EXOS est un parallélogramme; quelles sont les vecteurs égaux?

O EXetOS O XOetES O OEetSX
M est I'image de L par la translation de vecteur El ; quels quadrilateres cités sont des parallé-
logrammes :

0O LIME O MILE O MIEL
Quelles sont les coordonnées du vecteur AB connaissant les pointsA (3;-2)etB(-1;5)?

O (2;3) O (-4;7) O (4;-7)

On connait les points: E (2;-1),F(0;3),G(1;-4),H(-1;0); que peut-on dire des vecteurs
EGetFH?

O ils sont opposés O ils sont égaux O iln'yarienadire
Dans un repére (O; 7,7), les points M et N vérifient: OM = —27 +37 etON="T7—1,57 . Les
coordonnées du milieu du segment [MN] sont :

13 3 9 39
o [ > (2 o (33
2°4 2 4 2'°4
SlIest le m111eu de [AB] alors pour tout pothdu plan ona:
O 2MI=MB+MA O Mi=Al+AM O MI=MA+MB

Dans un repeére (0; 7, 7),ona: =37 -4Jetv =27+97.0npose w=41u—v. Les
coordonnées de w sont :
O (10;25) O (5;,—-17) O (10;-7)
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