5¢me math 6h Géométrie synthétique 02 février 2025

I Soit un triangle rectangle ABC (avec ABC =90° et BC = 2AB) et un point D quelconque sur le
segment BC. On trace un cercle € passant par A, B et D, et on nomme E 'intersection de €6 avec
I'hypoténuse AC.

(a) Ilustrez!’énoncé par un dessin.
(b) Que vautI'angle AED? Justifiez géométriquement votre raisonnement.

(c) On définit maintenant le rapport A = §'/S de la surface S’ du quadrilatéere ABDE et de la
surface S du triangle ADEC. On dénote également par & la longueur DE. Que vaut AB en
fonctionde het A?

On consideére le dessin suivant :
A 1 B

D &) C

Les formes %) et 6> sont des demi-cercles (de centres c; et c,) et dont les diametres sont respec-
tivement superposés aux cotés AB et DC durectangle ABCD. Par ailleurs : ces deux demi-cercles
sont tangents entre eux au point 7; 6] est tangent a BC en B; et 6» est tangent a BC en C. La
droite passant par A et T est tangente aux deux demi-cercles et intersecte BC en E.

Que vaut le rapport de longueur %? En outre, si la surface du rectangle ABCD vaut 1, que vaut
l'aire du triangle AAEC (en vert) ?
(indice : pensez a exploiter les tangences)

Un probleme géométrique de Fermat

(a) On demande de représenter un rectangle ABCD de largeur L = AB et de longueur [ = BC
tel que L? = 2/

Représentez aussi, a I'extérieur de ABCD, un demi-cercle ayant pour diametre le c6té AB
du rectangle. Sur ce demi-cercle, choisissez un point P quelconque et tracez ensuite les
segments de droite PC et PD qui intersectent le segment AB respectivement en X et Y.
Indiquez ces points sur le dessin.

Enfin, a partir du point P, tracez une droite perpendiculaire a DC qui rencontre le c6té AB
en Q etle coté DC en R. On pose h = PQ, lalongueur du segment PQ.

(b) Exprimezle carré de lalongueur du segment XY en fonction de [ et k. (Aidez-vous d’abord,
éventuellement, ausside L.)

(c) Exprimez le produit des longueurs des segments DR et RC en fonction de h. (Vous n’avez
pas besoin de laréponse a la sous-question précédente pour répondre a cette sous-question-
ci.)

(d) Montrer que

XY =2.AY-BX. (1)

Justifiez en énoncant des propriétés connues si nécessaire.
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